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Institutionen f6r matematik
Tekniska hogskolan Metsalo

Mat-1.452 Svensksprakig grundkurs i matematik 2
Mellanférhor nr. 3, 25.4.2005

Fylli tydligt pd varje svarpapper samtliga uppgifter. P& forhorskod och -namn skriv kursens kod, namn
samt slutforhor eller mellanférhor med ordningsnummer. Utbildningsprogrammen &r ARK, AUT, BIO,
EST, ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Vid detta mellanforhor far vanliga funktionsriknare anvindas.
Tabellsamlingar och mer avancerade riknare far inte anvindas.
Om ni misstanker att det forekommer nagot tryckfel, fraga!

1. Om f(t) och g(t) &r reellvirda funktioner av klass C!, definie-
rade i R, sa giller som bekant att a%(f‘ -g) = % g+ f %%.
Lat nu ®(z,y, z) vara ett skaldrfilt och G(r,vy,z) = G,(z,y, 2)7+
Gol(z,y,2)T + Gg(x,y,z)E ett vektorfilt av klass C!, definierade i
R?. Visa féljande analogi till deriveringsformeln ovan: Ve (®- C—j\; =
(VO)eG+®-(Ve@), dvs. div(®-G) = (grad(®))e G+ (div(G)).

2. Vistuderar den adppelformade kroppen, som begrinsas av rotations-
kardioiden p = R(1 — cosy), uttryckt i sfériska koordinater. I den
ovre figuren till héger syns ett tviirsnitt av kroppen genom z-axeln,
som 4r dess rotationsaxel. Pa avstandet p fran origo har kroppen
densiteten §(p, ¢, 0) = dyp/ R. Berdkna kroppens massa.

—

3. F(z,y) = wsina? + (2rsinz — 4z — Ty)7. Berikna kurvintegralen
Jo Fedr, da C gér fran origo till punkten (7/2, 1)
a) langs kurvan y = sin z, b) ratlinjigt.

4. Den streckade kvartscirkeln i zz-planet kan ges pa parameter-
form som z(v) = cosv,z(v) = sinv,v € [r/2,7]. Den heldrag-
na kvartscirkeln kan darfor ges som z(v) = 2 + cosv,z(v) =
sinv,v € [7/2,7]. Om vi later den heldragna kvartscirkeln rote- Z
ra kring z-axeln, uppstar den rotationssymmetriska ytan S i den --11
nedre figuren. Denna yta S kan ges pa parameterform som 7(6, v) = 4
(2+cosv) cos T+ (2 + cosv) sin 07+ sinvk, 6 € [0,27),v € [7/2,7]. !
Av symmetriskédl finns naturligtvis tyngdpunkten for ytan S pa ' A 2
z-axeln. Anvind den givna parameterframstdillningen for att be-
stamma tyngdpunktens z-koordinat

X




Institutionen f6r matematik .
Tekniska hogskolan Metsalo

Mat-1.452 Svensksprakig grundkurs i matematik 2
Mellanférhor nr 3 26.4.2004

Fyll i tydligt pd varje svarpapper samtliga uppgifter. P4 forhérskod och -namn skriv kursens kod, namn
samt slutforhér eller mellanférhér med ordningsnummer. Utbildningsprogrammen &r ARK, AUT, BIO,
EST, ENE, GMA, INF, KEM, KJO, KTA, KON, MAK, MAR, PUU, RAK, TFY, TIK, TLT, TUO, YHD.

Vid detta mellanforhor far vanliga funktionsriknare anvandas.
Tabellsamlingar och mer avancerade riknare fir inte anvindas.
Pa forekommen anledning varnas for oavsiktliga tryckfel i texten.
Om ni missténker att det férekommer ndgot tryckfel, fraga!

1. Det plana omradet €2 i den 6vre figuren begrinsas av parablerna r = y?
och y = z2. Q #r alltsd symmetrisk kring linjen y = z och dess area #r
naturligtvis 1/3. I punkten (z, y) har © area-densiteten §(z, y) = 5z+6y>.
Visa att trots att area-densiteten inte dr symmetrisk kring linjen y = z,
sa &r (s tyngdpunkt (masscentrum) #nda pa denna linje.

2. Da parabeln z = z? roterar kring z-axeln, uppstar rotationsparaboloiden
z = z? + y?. Visa att kroppen som begrinsas av rotationsparaboloiden
z = 2% + y? och planet z = z har volymen 7/32. (I figuren i mitten
syns kroppens projektion pa zz-planet. Studera kroppens projektion pa
zy-planet och anvind gérna poldra/cylindriska koordinater.)

3. 7w, v) = x(u,v)7+ y(u, v) T+ z(u, v)k = ucos(v)T + usin(v)j+ 8vk,
6 <u <15 -7/2 < v < 7/2 ger en yta pa parameterform, namligen
helicoiden (spiralrampen) i den nedre figuren (ritad med Mathematica).
Bestdam dess area. (Svar: arean ~ 376.)

4. V = i’g% +j'5% + /;5%, dvs. nabla (eller del, som den ocksa kallas), 4r inte en vektor i ;/anlig

bemérkelse, trots att den har en *”komponent”, en 7’komponent” och en i;—”komponent”.
Det &r en dif ferentieringsoperator, sa riakneregler som giller for vanliga vektorer behéver
inte gélla for V.

a) For vektorer @, b € R3 giller det att b e (@ x 5) = 0. Ge ett exempel pa ett vektorfilt
F(z,y,2) av klass C! 1 R3 sadant att F e (V F) = Fe(rot(F)) = o (curl(F)) # 0
(inte identiskt lika med 0: det gér inget om F e (V x F ) = 0 i somliga punkter) Berdkna
ocksi F e (V x F) i nagon punkt, dir £ e (V x F) #0.

b) Fér vektorer @,b € R® giiller det att de (d x b) = 0. Visa att for alla vektorfilt G(z,y, 2)
av klass C? i R® giller att V o (V x G) = div(rot(G)) = div(curl(G)) = 0 (identiskt lika
med 0). Ibland kan alltsa en rdkneregel, som giller fér vanliga vektorer, till synes ha en
motsvarighet fér V.

Nyttiga (7) formler:
cos’t +sin®t = 1,cos?t = (1 + cos(2t))/2, sin’t = (1 — cos(2t))/

2 on g, gy T/« os2n 2n—1  2n-3  2n-5 5. 3.1 .7
o SinTt-dt = | tedt === 5= g 5

f\/t2+a2dzﬁ=%'\/~+a-+—§—'ln(t+\/t2+a2)+0.

Efter mellanforhéret finns 16sningsskisser for paseende utanfér rum U337b. Ha en minnesrik
Valborgmissohelg (forsok atminstone att minnas nagot!) och en riktigt trevlig sommar! Georg




