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Mat-1.1510 Grundkurs i matematik 1
Tentamen och mellanforhorsomtagning, 10.1.2013

Gripenberg

Skriv ditt namn, nummer och ovriga uppgifter pd varje papper!
Riknare eller tabeller far inte anvdndas i detta prov!

Skriv tydligt pa varje papper vilket prov du avlidgger,
Tentamensuppgifterna ir 5 uppgifter av uppgifterna 2, 3, 6, 8, 9 och 11.
Mellanforhorsomtagningsuppgifterna ar:

MTf 1: Uppgifterna 1, 2, 3 och 4

Mt 2: Uppgifterna 5, 6, 7 och 8

Mt 3: Uppgifterna 9, 10, 11 och 12.

71

4
(a) Skriv det komplexa talet 2+ 1§ formen a + bi déira, b € R.

+1
(b) Vad dr det komplexa konjugatet av e3™?

Losning: (a) Genom att forlinga med ndmnarens konjugat far vi
4+71  (4+T7i)(2—1i) 8—4i+14i+7 15+ 10i
241 22412 5 5
(b) Eftersom e2™ = cos(2m) + isin(37) = cos(2m + im) + isin(27 + i7) = cos(37) +
isin(3m) = i dr konjugatet —i.

=3+ 2i.

2. Skir normalen till planet = + 2y + 3z = 2 i punkten (3, —2, 1) z-axeln och om den gor det
1 vilken punkt?

Ldsning: Planets normal dr i+ 2j+ 3k och linjens ekvation blir darfor 3i — 2j+k+¢(i+2j+3k).
Om denna linje skir z-axeln sa finns det ett tal ¢ sd att 3i — 2j + k + ¢(i + 2j + 3k) = zi. Detta
betyder att

3+t==x
—2+2t=0
1+3t=0.

Den andra ekvationen ger ¢ = 1 men da kan inte den tredje ekvationen gélla vilket betyder att
linjen ifraga inte skir z-axeln.

3. Bestim alla losningar till foljande ekvationssystem med hjélp av Gauss algoritm:

25(]1 +4J]2 +6[E4 = 8
—41’1 —71'2 +2$3 —12$4 = —8
21‘1 —|—7ZL'2 —|—6£L‘3 +8I4 = 30

—41‘1 —9%2 —2%3 —8.(134 = —28



Losning: Med hjdlp av Gauss algoritm far vi
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-4 -7 2 —-12 -8 Ty < T9 + 21
2 7 6 8 30 T3 <— T3 —1T1
-4 -9 -2 -8 28 Ty < T4+ 21

[2 4 0 6 8

0 1 20 8
“lo0o 3 6 2 2 Ty < T3 — 3y
0 -1 -2 4 —-12 Ty $— T4+ 79
[2 4 0 6 8]

0120 8
Y1000 2 -2

000 4 —4 T4(—T4—2T3
(2 4 0 6 8]

0120 8
1000 2 -2

0000 O

Eftersom den sista raden endast bestar av nollor kan den ldmnas bort. Den tredje raden ger
ekvationen 2z, = —2 vilket innebir att 2, = —1. Eftersom det inte finns nagot pivot-element i
den tredje kolumnen kan x5 viljas fritt och vi skriver x3 = s. Den andra raden ger ekvationen
To + 2x3 = 8 vilket ger x5 = 8 — 2s. Den forsta raden ger ekvationen 2z, + 45 4 6x4 = 8
vilket ger 1 = 4 — 2x9 — 3x4 = 4 — 16 + 4s + 3 = —9 + 4s. Losningen kan alltsa skrivas i
formen

Ty -9 4
To| 8 —2
| ol T
Ty —1 0

4. Antag att A och B dr n X n matriser sa att ingendera av dem &r nollmatriser men AB = 0.
Forklara varfor det foljer av detta att det(A) = det(B) = 0.

Losning: Om det(A) # 0 sé ér A inverterbar och 0 = A~'0 = A™'AB = IB = B vilket ir
en motsigelse eftersom vi antog att B # 0. Pa motsvarande sitt far vi om det(B) # 0 att B
4r inverterbar och dirfér 0 = 0B~! = ABB~! = A vilket ir en motsigelse eftersom A # 0.
Detta innebir att det(A) = det(B) = 0.

5. Bestim matrisens A = [ _}g _11 } egenvirden och egenvektorer.
Losning: Forst 16ser vi den karakteristiska ekvationen

det(A — \I) = det ([<_1(1)8_ A (H__6 A)D =N -\A-2=0.



Som 16sningar far vi,

1 /1 2
)\:—j: — e ’
2 4+ {—1,

av vilket vi ser att egenvidrdena dr \; = 2 och Ay = —1.
I niista steg ridknar vi ut en egenvektor som hor till egenvirdet A\; = 2 dvs. vi loser ekvatio-
nen (A — 27)X = 0. Med Gauss’ metod far vi,

12 -6 0
18 9 0] ror+in

-12 -6 O
0 00

Av detta ser vi att om vi viljer x5 = 1 sa far vi ur ekvationen —12x; — 6x5 = 0 10sningen

_1 —
Ty = —%. Som egenvektor kan vi alltsa vilja [ 12 , eller lika vl X, = 21} .
En egenvektor som hor till egenviardet A\, = —1 kan vi rikna ut pd samma sitt, dvs. vi 19ser
ekvationen (A + )X = 0. Med Gauss’ metod fér vi,

-9 -6 0
18 12 0 T9 < T9 + 211

-9 -6 0
0 00

Av detta ser vi att om vi viljer x5 = 1 sa far vi ur ekvationen —9x; — 6x5 = 0 19sningen

N

T, = —%. Som egenvektor kan vi alltsa vilja [ 13} , eller lika vil X, = {_32] .

6. Antag att punkterna (7;,;) € R? j = 1,2,...,n ér givna (och att x; # 7, dd j # k) och
man skall bestimma konstanterna ¢, ¢ och c¢3 sa att summan 2?21 |c1e% + co + c3e™ % — Yj |2

€1
dr sa liten som mojligt. Bestim en matris A s att 16sningen dr |co| = (ATA)'ATY dir
C3
Y1
Y=|:
Yn
C1
Losning: Om c1e% +co +cse™ —y; =0daj =1,2,...,nsddr X = |cy| en losning till
C3

ekvationssystemet AX =Y dir
et 1 e ™
e 1 e ™
A= )
er 1 e ™
Nu kan man inte vénta sig att det finns en 10sning till detta ekvationssystem men man kan
minimera lingden av vektorn ||AX — Y||? och det dr precis vad som sdgs i uppgiften att man



gor. Om man gor detta kommer minimivirdet att uppnés dd X = (ATA)"1ATY (eftersom
A(ATA)~LATY ir projektionen av Y pa A:s bildrum).

7. Utnyttja resultatet 3> = 27 for att med linjidr approximation uppskatta v/30.

1 1
Losning: Om f(z) = /x = x5 s dr f'(x) = 593*% och linjdr approximation innebdr att
f(x 4+ h) =~ f(x) + f'(x)h. ] detta fall viljer vi z = 27 och h = 3 sa att

Lo 1 a1 28
(¥27)2 3% 7 9 9’

VB0 f(27) + f/(27) 3= VAT +

8. Om man l6ser ekvationen f(x) = 0, dér f &r en viss tva ganger deriverbar funktion, med
hjdlp av Newton-Raphsons metod sa far man som resultat foljande viarden for punkterna x,,,
n=0,1,...,7
-2.0100 -2.0075 -2.0056 -2.0042 -2.0032

-2.0024 -2.0018 -2.0013

Det ser alltsa ut som om lim,,_,o z, = 2. Vad kan du siga om f(—2), f'(—2) och f"(—2)?
Motivera dina svar!

Losning: Om lim,, ., 2, existerar sd ar lim,, ., f(2,,) = 0 ominte lim,, .. |f'(z,)| = oo vilket
inte kan vara fallet hér. Dérfor kan vi dra slutsatsen att f(2) = 0.

Om nu f’(2) # 0 sa skulle talen x,, konvergera vildigt snabbt mot 2 (eftersom f dr tva
ganger kontinuerligt deriverbar). Eftersom det inte ser sa ut kan vi dra slutsatsen att f'(2) = 0
eller atmintone mycket néra 0.

Betriffande f”(—2) kan man inte siga nagonting med stod av de givna uppgifterna.

2
9. Anvind partiell integrering for att rakna ut integralen / te”" dt.
0

Losning: Med partiell integrering far vi

/ Cetdt — / et) - / 1 (et at

2 2
=220 +/ e tdt = —2e72 — / e l=-2%2—e?24+1=1-3e"2
0 0




10. Betriffande funktionen f kdnner man till foljande virden:

x f(x)
1 0.4
1.4 0.6
1.6 0.6
2 1.0
24 0.8
3 0.6
Bestdam, pa nagot fornuftigt sitt, en uppskattning av f 1 f(z)dx. Observera att avstanden mellan

de givna z-virdena inte alla &r lika stora!

Losning: Om vi anvédnder trapetsmetoden approximerar vi funktionen med en funktion som &r
bitvis linjar och som gar genom de givna punkterna och sedan riknar vi ut integralen av denna
funktion. Resultatet blir

n

/ Py df fo S (g — ) S0 G) + F)),
j=1
sa att i detta fall far vi

/f ~(14-1)-1-(0440.6)+ (1.6 —1.4) - 5 - (0.6 + 0.6)+

(2—1.6)-3-(0.64+1.0)+(24—-2)-%-(1.0+0.8) + (3—2.4) -1 - (0.8 +0.6)
0.4-0.5+0.2- O.6+0.4 0.840.4-0.9+0.6-0.7=10.2+0.12+0.32+0.36 +0.42 = 1.42.

11.
(a) Los ekvationen v/ (t) + 2y(t) = 6, y(0) = 2.
(b) Los ekvationen 4" (t) — 6y(t) + 9y(t) = 0, y(0) = 3, ¥'(0) = 4.
Losning: (a) Man kan 16sa ekvationen pa olika sitt, ett &r att skriva 16sningen i formen

t

t
y(t) = e *y(0) + / e 276ds = e M2+ e / 3>
0 0

=e 24+e(3”-3)=3—e""
(b) Den karakteristiska ekvationen (som man erhaller genom att sitta in y(t) = ce’) &r
32 —6r+9=0,
och lI6sningarna dr
r=3+£v9-9=3.
Eftersom r; = 75 dr den allménna 16sningen till differentialekvationen
y(t) = c1e® + cote™.

Av villkoret y(0) = 3 foljer att 3 = ¢; + ¢5 - 0 vilket betyder att ¢; = 3.
Eftersom 3/ (t) = 3c1€3 + cpe3! + 3coted sé betyder villkoret ¢/ (0) = 4 att 4 = 3¢; + ¢
vilket ger co = 4 — 9 = —5. Losningen ir alltsd y(t) = 3e3' — 5te3’.




12. Behallaren A innehaller 20 liter och behallaren B 40 liter saltvatten. Vid tidpunkten ¢t = 0
ar salthalten i behallaren A 2 g och i behéllaren B 4 g salt per liter vitska. Till behéallaren A
pumpas med hastigheten 3 liter per minut vatten som innehaller 4 g salt per liter och 1 liter per
minut fran behéllaren B. Vitskan i behallaren A blandas och 4 liter vitska pumpas per minut
over till behallaren B. Till behéllaren B pumpas ocksa 1 liter rent vatten per minut, och av den
vil blandade vitskan pumpas 1 liter per minut tillbaka till behallaren A och 4 liter per minut
pumpas ut.

(a) Ge ett differentialekvationssytem ur vilket man kan 16sa saltmidngderna i behallarna,
(men du behover inte 16sa systemet).

(b) Bestdm griansvirdena av saltméngderna dd ¢t — oo (men du kan anta att saltmingderna
har griansvirden).

Losning: Lat x(t) vara saltmingden i behallaren A och y(¢) saltmidngden i behallaren B vid tid-
punkten ¢. Eftersom vitskeméngderna hela tiden forblir oférindrade sa ér salthalterna x(t) /20
och y(t)/40 (g/l). Differentialekvationssystemet blir dérfor

z(@), vt

Z(t) = —Sd 84 a(0) =40,
y'(t) = %)4 - %)(1 +4), y(0) = 160.

Om vi skriver ekvationen i formen Y'(¢) + AY (¢) = F(t) sa blir koefficentmatrisen

1o
A_{_‘f’ fo}’

(S
o]

och

Om 16sningarna har griansvérden (vilket de har om A:s egenvirden har positiv reell del vilket dr
fallet hir) sa giller

te o] = b = = L1 6] = Lo ] 6] = L]




