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Mat-1.1510 Grundkurs 1 matematik 1
Tentamen och mellanforhdrsomtagning 12.1.2012

Gripenberg, Pohjonen, Solin

Skriv ditt namn, nummer och dvriga uppgifter pa varje papper!
Rdaknare eller tabeller far inte anvdndas i detta prov!

Skriv tydligt pa varje papper vilket prov du avliagger,
Tentamensuppgifterna dr 5 uppgifter av uppgifterna 2, 4, 6, 8, 10 och 11.
Mellanforhorsomtagningsuppgifterna ar:

Mf 1: Uppgifterna 1, 2, 3 och 4

Mf 2: Uppgifterna 5, 6, 7 och 8

Mf 3: Uppgifterna 9, 10, 11 och 12.

T+ i
(a) Antag att w = 3 — 1. Skriv det komplexa talet Ui—i_ il i formen a + ib.

(b) Skriv de komplexa talen e >™ och e5™ i formen a + ib.

Losning: (a) Eftersom w = 3 + 1 far vi

wW+2i 34+i+2i 1+1i (1+i)(1+1) 3 _ .
1—3 1—3 1—3 1+1 L 21— 1) =3

(b) Eftersom €' = cos() + isin(f) far vi
e ?™ = cos(—3m) + isin(—37) = —1,

och

%™ = cos(6m) + isin(67) = 1.

2. Bestdm alla Iosningar till ekvationssystemet

—x1 —4xy 4+3x3 —6x4 = —
T1 2y —x3  Hbay
31’1 +4?L’2 —T3 +101’4
21‘1 —|—2£L'3 —|—4l‘4 =

DO W W

med hjélp av Gauss algoritm.



Losning: Med hjdlp av Gauss eliminationsmetod far vi
-1 -4 3 —6 -3
1 2 -1 4 3 T9 < T9 + 11
3 4 —1 10 9 r3 <— 13+ 311
2 0 2 4 6 Ty 4= T4+ 21

[ 1 -4 3 -6 -3
0 -2 2 =2 0
~ 0 -8 8 -8 0 Ty < 15 — 41y
0 -8 8 =8 0 T4 4 14— 419y
[ 1 —4 3 -6 -3
0 -2 2 =2 0
~ 0 00 0 0
0O 00 0 O

Om vi nu viljer x3 = s och x4 = t sé far vi Iosningarna

T 3 —1 -2
x| |0 1 —1
25| — |0 +s 1 + 0
Ty 0 0 1

3. Antag att A och B ir tva m X m-matriser sa att ingendera av dem &r nollmatrisen men
AB = 0. Forklara varfor det foljer av detta att det(A) = det(B) = 0. Foljer det av villkoret
AB = 0 att ocksa BA = 07 (Visa detta eller ge ett motexempel.)

Ledning: Om tex. det(A) # 0sddr A ......

Losning: Om tex. det(A) # 0 sa dr A inverterbar och da kan vi multiplicera bada sidorna av
0 = AB fran vinster med A™! s4 att

0=A"'0=A"'AB=1B =B,

vilket 4r en motsigelse eftersom vi antog att B # 0. Om det(B) # 0 sa dr B inverterbar och vi
kan pa samma sitt visa att A = 0 genom att multiplicera bada sidorna av 0 = AB fran hoger
med B! och vi fir ocksa i detta fall en motségelse. Detta innebir att det(A) = det(B) = 0.
Om man viljer A = B :ﬂ och B = E ﬂ sa géller naturligtvis A # 0 och B # 0
och ocksa

0 0 2 =2
AB = {O 01 men BA = {2 _2} # 0.

4. Den reella och symmetriska 2 x 2-matrisen A har determinanten 0, egenviardet —5 och
. |3 . N
motsvarande egenvektor ir {_ 41 . Vad idr det andra egenvirdet, motsvarande egenvektor och

vad ar A?
Ledning: Om du inte lyckas bestimma det andra egenvirdet och motsvarande egenvektor kan

du forklara hur du kunde bestimma A om du kénde till alla egenvirden och egenvektorer.



Losning: Eftersom A dr en 2 x 2-matris har den 2 egenvirden av vilka ett &r —5. Determinanten
ar produkten av egenvirdena och dérfor maste det andra egenvérdet vara 0. Eftersom matrisen
ar reell och symmetrisk dr egenvektorer som hor till olika egenvirden vinkelrdta mot varandra

vilket innebdr att en egenvektor for egenvérdet 0 dr E,j .

Om vi nu bildar matrisen V' med egenvektorerna som kolumner, dvs. V' = {_34 ;1] s

giller

-5 0,1 |3 4|(-5 0 1 |3 —4
e i L O P =t ey
1
5

(a) Arsup(AN B) = min{sup(A),sup(B)}?
2
(b) Uppnar funktionen

ett storsta och/eller minsta virde 1 intervallet (1, 2)?
(x—=1)(2—x) (1,2)

Motivera dina svar!
Losning: (a) Pastaendet giller inte for om tex. A = {0,1} och B = {0,2} sa dr sup(AN B) =
sup({0}) = 0 men sup(A) = 1 och sup(B) = 2 sd min{sup(A),sup(B)} =1 > 0.

(b) Lat f(x) = m Eftersom lim, ,1, f(x) = +oo men f(z) < oo for alla z €
(1,2) uppnar f inte sitt storsta vérde. Att funktionen uppnar sitt minsta virde foljer av att den
ar kontinuerlig i intervallet (0, 1) och av att det ocksa giller lim,_,5_ f(z) = +o00. Dessutom dr
det ganska enkelt att se att f(z) > f(2) eftersom funktionen (z — 1)(2 — x) uppnar siit storsta
viirde i punkten 3.

6. En stege som dr 4 m lang stor lutad mot en lodrit vigg sa att den nedre dndan av stegen be-
finner sig 1 m fran viaggen. Uppskatta med hjilp av linjar approximering och Pytagoras teorem
hur mycket ndrmare viggen den nedre dndan av stegen skall flyttas om man vill att den ovre
dndan av stegen skall komma 2 cm hogre upp.

Losning: Om z dr avstandet fran nedre dndan av stegen till viggen och y(x) &dr hojden Gver
golvet av den 6vre dndan sa giller 22 + y(z)?> = 4% = 16. Om vi deriverar med avseende pa z
far vi 2z 4 2y(x)y'(x) = O eller ¥/ () = —=%. Nu vill vi att 0.02 = y(z — Ax) — y(x) vilket

) y(z)”
innebir att A
0.02 = —y'(x)Azx = M,
y(x)

och vi far

Az =0.02-v15 = 0.08,

_0.02-y(x) 0.02-y16—1
~ x N 1
vilket betyder att de nedre dndan skall flyttas ca. 3 cm ndrmare véiggen.




7. Nér man skulle 16sa ekvationen f(x) = 0, dédr f &r atminstone tva ganger kontinuerligt
deriverbar, med hjdlp av Newton-Raphsons metod och startvirdet z, = 3.2 fick man f6ljande
resultat:

1 = 3.13333333333333 9 = 3.08888888888889 x3 = 3.05925925925926

x4 = 3.03950617283951 x5 = 3.02633744855967 xe = 3.01755829903978

x7 = 3.01170553269319 xg = 3.00780368846212 xg9 = 3.00520245897475

10 = 3.00346830598317  x1; = 3.00231220398878  x19 = 3.00154146932585.

Det ser ut som om lim,,_,., x,, = 3 men vilka slutsatser kan man av dessa resulat dra om hur
funktionen f uppfor sig i ndrheten av punkten 3? Forklara hur du resonerat!

Losning: Eftersom f dr tva ganger deriverbar kan man vara siker pa att |f'(x,,)| inte gar mot
oo da x, — 3 och eftersom z,,, = x, — J(f( ") och lim,, oo (Tpi1 — x,) = 0 sa giller

lim, o0 f(x,) = 0, dvs. f(3) = 0. Men om f'(3 ) # 0 skulle var 0 borde man vinta sig att
konvergensen skulle vara mycket snabbare i slutet sa det ser ut som om f’(3) = 0.

(a) En vattentank innehaller 40 liter saltvatten i vilket det finns 2 g salt per liter vid tid-
punkten ¢ = 0. Till tanken pumpas med en hastighet av 3 liter per minut saltvatten som
innehaller %H g salt per liter vid tidpunkten ¢. Av den vil omrorda blandningen pumpas
3 liter per minut ut (sa att vitskemingden i behallaren halls of6randrad). Lat y(¢) vara
den totala mingden salt i behéllaren vid tidpunkten ¢. Bestim y(0) och bestdm den dif-
ferentialekvation som uppfylls av y(¢) (dvs. férklara hur du kommit fram till den). Du
behover inte 10sa differentialekvationen.

(b) Bestim den allménna 16sningen till differentialekvationen

y' () + Ty (£) + 12y(t) = 0

Losning: (a) Eftersom det vid tidpunkten ¢ = 0 finns 2 g salt per liter i vattnet och tanken
innehaller 40 liter blir den totala saltméingden 2 - 40 = 80 g, sa att y(0) = 80.

Lat nu At vara ett sa Kort tidsintervall att saltkoncentrationen och vitskemingden i
behallaren inte dndras i nagon visentlig utstrickning. Vid tidpunkten ¢ &r saltkoncentrationen

y() y(t)

10 och det betyder att det mellan ¢ och At kommer in + - +3-At g salt och rinner ut 20 -3-At
g salt sa att
g+ A0 — )~ —— 3. ar— Y0 3 Ay
1+t 40

Om vi nu dividerar med At och tar gransvirdet da At — 0 sa far vi ekvationen

med intialvérdet y(0) = 80.
(b) Den karakateristiska ekvationen (som man erhaller genom att sétta in y(¢) = e") ér

24+ Tr+12=0,



och den har 16sningarna
7 7 1
=——+V49-4-124 = -+ - =
T 272 {

Den allménna 16sningen ér darfor

y(t) = cre™® + 2.

9. Beriikna Laplace-transformen, dvs. integralen [ e~ f(t) d¢, av funktionen f dér f(t) = ¢
da0 <t <1och f(t) = 0 annars.

Ledning: Ett sétt ar att integrera partiellt tva ganger men man kan ocksd tex. anvinda den andra
forskjutningsregeln.

Losning: Med hjilp av partiell integrering far vi

o0 1 1 1 1 1
/ efstf(t> dt = / efstt dt = / (__) efstt . / (__) e,st dt
0 0 0 S 0 S

1, /o1y L, 1., 1 o1
=——¢ "+ ——]e T =—=€"— =€ "+ —.
S 0 S S S S

Ett annat sitt dr att skriva f(t) = tu(t) — tu(t — 1) = tu(t) — (t — Du(t — 1) —u(t — 1)
dir u(t) = 1da ¢t > 0 och 0 annars. Eftersom Laplace-transformen av ¢ ir S% blir Laplace-
transforem av f enligt den andra forskjutningsregeln

*° 1 1 1
/ el f)dt=— —e*— —e °~.
0

52 52 S

10. Betriffande en kontinuerlig funktion f : [2,4] — R kénner man till foljande virden:

X | 2 (2428303236 4
fx)|211.915(1.7/19(25]25

Hur kan man bestdmma ett ndrmevirde for . 24 f(z) dz? Observera att avstanden mellan de givna
punkterna pa z-axeln inte &r lika langa. Du behover inte rdkna ut ett slutligt virde men ge ett
uttryck som man enkelt kunde ridkna ut med hjilp av en riknare.

Losning: Man kan anvinda tarpetsmetoden som innebidr att man approximerar integralen
f;ll f(x)dz med L(f(z;—1) + f(z;))(x; — xj_1) och sedan riknar summan av integralerna
over delintervallen. Det ger resultatet

[ Ha)dn = 3 aga) + Fa)as - aim0)

J=0

oma=2xy<x; <...<ZTp_1<x,=> 1dettafall far vi

b
/‘ﬂ@dxm%@1+19y04+§u9+15y04+§u5+17y02

+1(1.7+1.9)- 0.2+ 3(1.9+25) - 0.4+ (2.5 +2.5) - 0.4
=20-04+17-04+16-02+18-02+22-04+2504.




11. Antag att y(t) &r 16sningen till ekvationen y/(t) 4+ 3y(t —2) = L och y(t) = —1dat <O0.
Bestidm Laplace-transformen av y/(t).

Ledning: Da man riknar Laplace-transformen av termen 3y/(t — 2) kan det vara skl att dela upp
integralen i tva delar, den ena kan man rikna ut direkt eftersom y(t) = —1 dat < 0 och den
andra kommer att innehalla Laplace-transformen av y(t).

Losning: Lat Y (s) = L(y)(s). Dadr L(y')(s) = sY (s) —y(0) = sY (s) + 1. Enligt definitionen
och antagandet att y(t) = —1da¢ < 0dr

00 2 e’}
E@Mt—2»@%:/‘e*%ﬁt—%dh:/jfﬁ@ﬁﬁﬂ+3/‘e*@@—?ﬁﬂ
0 0 2
2 3 00 3 o0
= / —e % 4 36_25/ e Dyt —2)dt = = (6_28 — 1) + 36_25/ e Ty(r)dr
0o S 2 S 0

_3 (e7> — 1) + 3e7>Y ().

s
Eftersom dessutom £(1)(s) = 1 s& far vi da vi tar Laplace-transformen av bada sidorna i
ekvationen 3 ]

sY(s)+1+—= (e —1)+3e—2sY(s) = —,

s s
sd att Ly 20
Ly 3(] e %)
£ — S S

12.  Om du skall rikna mod (983°%7,1517) och i Mat 1ab/Octave ger kommandot

mod (983°567,1517) far du som svar NaN. Forklara hur man kan rikna ut

mod (983%°7, 1517) s& att man i varje steg bara behdver rikna ut mod (n, 1517) dir n &r ndgot
tal mellan 0 och 3 - 10°. Du skall inte utfora rikningarna.

Losning: En mojlighet dr att lata 27 = 983 och sedan i tur och ordning ridkna xo, ..., T567
sd att z;4; = mod (983 - z;,1517). Ett annat, effektivare sitt ar att rakna ut talen y; =
mod (983", 1517) genom att lita yo = 983 och sedan rikna y;;; = mod (y2,1517) for
j = 0,1,...8. Eftersom 567 = 512 + 32 + 16 + 4 + 2 + 1 och kan vi sedan ridkna
z1 = 983, z3 = mod (y; - z1,1517), 2z = mod (ys - 23, 1517), 293 = mod (y4 - 27, 1517),
255 = mod (Y5 - 293, 1517) och 2567 = mod (yg - 255, 1517) och d& blir 2567 = mod (983°67, 1517).




