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1. (4p) Vektorn X = |2]| &r en egenvektor for matrisen A = | 11 —4 1 |. Bestdim
3 12 0 -1

motsvarande egenviirde. Bestim ocksd négot egenvirde for matrisen A* (men riikna inte ut
denna matris).

Losning: En rdkning visar att
(8-14+(—4)-2+1-3) 3 1
AX = |(11-14+(-4)-24+1-3)| = |6] =3 |2| =3X
(12-140-24(-1)-3) 9 3
sa vi ser att egenvardet ar 3.

Om B har egenvirdet A sa har B™ egenvirdet \™ da m &r positivt (ocksa negativt om B
4r inverterbar) si matrisen A* har egenvirdet 3* = 81.

(3p) Enrikning med matlab/octave och 3 x 2-matrisen A gav foljande resultat:
U,S,V]=svd(A);

® VvV N

[
S

1.5986e+00 0
0 9.8998e-17
0 0
>V
VvV =
-0.74139 0.67107
-0.67107 -0.74139

Vad skulle kommandot norm (A) ge for resultat? Bestim nagon vektor X # 0 sa att AX = 0.

Losning: Matrisens A singuldrvirden dr 1.5986e+00 och 9.8998e~-17 och det storre av
dessa dr A:s norm || Al| s& kommandot norm (A) skulle ge som svar 1.5986.

Det mindre singuldrvirdet 9.8998e-17 &r praktiskt taget 0, dvs. matrisen A har (med
beaktande av avrundningsfel) bara ett positivt singuldrvirde. Detta innebér att och om X viljs

0.67107 ] 58 blir VIX ~ {0

som den andra kolumnvektorni V', dvs. X = {_().74139 1

} eftersom V dr

ortogonal och da blir SVTX ~ {O

O] sdatt AX =USVTX ~ 0.




3. (5p) Bestim den rita linje som bist beskriver datapunkterna (2, 0), (—1,0) och (-1, —3) sd
att alltsd summan av kvadraterna av avstanden fran punkterna till linjen &r sa liten som mojligt.

Losning: Forst skall vi rdkna ut medelvéirdena av punkternas koordinater, och de blir

1
T =
3

3
, _ 1 ,
1(j) =0 och F=2> y(j)=-1
j=1 j=1
Nu byter vi ut punkterna (x;,y;) mot (x; — T,y; — y) och sitter in dem i en matris som da blir
2 -1 -1
A= { 11 -2 } '

Nasta steg dr att riakna ut (dtminsone en del av) singuldrviardesuppdelningen av A. Forst riknar

vi ut
6 3
T __
- [22]
Nu skall vi rikna ut denhér matrisens egenvirden och vi far forst den karakteristiska ekvationen

6-)\) 3

det(AAT — AI) = det ([< 3 (6-—N)

D =N 122 +27=0.

Som 16sningar far vi,

9
A=6+v36—2 :{3’

)
av vilket vi ser att egenvérdena dr \; = 9 och \; = 3.

I nésta steg ridknar vi ut en egenvektor som hor till det storsta egenvirdet A\ = 9. dvs. vi
16ser ekvationen (AAT — 97X = 0. Med Gauss’ metod far vi,

-3 3 0
3 =3 0 T9 < T9 + 11
N -3 3 0
0 00

Av detta ser vi att om vi viljer zo = 1 sa far vi ur ekvationen —3z; + 3x, = 0 I6sningen z; = 1.

Vi kan till egenvektor alltsa vilja X; = [1] . I dethér fallet dr det inte nodvindigt att normalisera

1

egenvektorn sa att den har ldngden 1. Den rita linjen vi sokt har alltsa riktningsvektorn [ﬂ och

—1
(y—(=1))=0ellerz —y = 1.

ddrmed normalen { L ] och gér genom punkten (0, —1) sa att ekvationen blir 1-(z—0)+(—1)-

4. (2p) Antagatt f : R — R &r en kontinuerlig funktion och att sup, g |f(x)| < co. Visa att
det finns atminstone en 16sning till ekvationen x cos(z) + f(x) = 0.

Losning: Eftersom sup, g | f(2)| < oo sé finns det ett tal C' sa att | f(z)| < C. Omnun > 0 &r
ett helta som dr sa stort att 1 = 2nmw > (' sa ir

zycos(xy) + f(axy) >2nm-1-C >0



eftersom f(z) > —C for alla z och cos(2n7) = 1. Pa samma sitt ser vi att om x5 = (2n + 1)7
sa dr x5 > C och

zocos(xa) + f(x) < 2n+ D7 (-1)+C <0
eftersom f(z) < C for alla z och cos((2n + 1)w) = —1. Funktionen x cos(z) + f(z) &r enligt
antagandet kontinuerlig (eftersom cos &r kontinuerlig) sa av teckenbytessatsen foljer att denna
funktion har ett nollstille i intervallet [z, z5]. Genom att vilja n dnnu storre kan man visa att
det finns odndligt manga 16sningar (men det horde inte till uppgiften).

5. (3p) Talféliden ()52, bestims av formeln @11 = 4 — 322, n > 0, d z, ir givet. Om

gransvirdet lim,, ., x,, existerar (och inte 4r +00) vad kan det vara? Visa att om man valt xy sa
att |zo| < 4 sa giller |z,,| < 4 forallan > 0. Foljer det av detta att talf6ljden har ett griansvirde?

Losning: Funktionen f(z) = 4 — %xi ar kontinuerlig sa ifall gransvirdet lim,, ., x, = a

existerar sa géller
: : L,
@ = g e = 0 f(on) = flo) =4 - 507

Denhir ekvationen kan ocks4 skrivas i formen a? + 2a — 8 = 0 och 18sningarna ir d&

2
a=—-1+vV1+ :{ )
De enda mojliga gransvérdena ar alltsa 2 och —4.

Antag nu att |z,| < 4. For att visa att |z,,| < 4 for allan > 0 kan vi anvinda induktion och
pastaendet giller enligt antagandet for n = 0. Antag att det ocksa giller dd n = k. Eftersom
x2 > 0 giller vy, = 4— %x% < 4 och eftersom |zy| < 4sddrzi < 16sdatt zpy =4— %xz >
4 — 216 = —4 och vi har visat att |44, | < 4 och &r en f8ljd av induktionsprincipen att |z,,| < 4
for allan > 0.

Av det faktum att |z,,| < 4 foljer inte i allménhet att grinsvirdet skulle existera och i detta
fall 4r det inte ens sant utom for vissa véarden pa x.

6. (4p) Forklara hur man med Newton-Raphsons metod kan forsoka bestaimma en 16sning till
ekvationen z° + 3z* = 222 + 5z + 3. Du behdver inte hirleda den grundliggande formeln men
skriv explicit ut den formel med vilken man skall rikna approximationerna. Vilj nagot lampligt
startvdrde xy som inte dr 0 och rikna ut foljande approximation ;.

Losning: Om f(z) = 2° + 3z* — 222 — 5o — 3 = 0 s #r 16sningar till ekvationen f(z) =
0 (forstas) losningar till den ursprungliga ekvationen (och tvirtom). Enligt Newton-Raphsons
metod skall vi rikna talf6ljden (x,,)52 , dér z, 11 = x,, — ]{c,(g;)). Eftersom f'(x) = ba* +122° —
4x — 5 sa far vi formeln

xd + 3ap — 222 —bx, —3  4ad + 9z} — 222 + 3

Tt = Srd + 1223 —dw, —5  bad + 1223 —4x, — 5
Om vi viljer 2y = —1 sa blir
—1+3—-2+5-3 2 3
xlz—l— = — _—— = — =,
5—12+4-5 -8 4

7. (3p) Utnyttja resultatet 6 = 36 for att med linjir approximation uppskatta v/34.



och linjdr approximation innebér att f(x + h) ~

Losning: Om f(z) = \/x sd ér f'(z) = 2\/_
f(z) + f'(x)h. I detta fall viljer vi x = 36 och h = —2 sd att

V3L = £(34) ~ F(36) + f'(36)(—2) = \/_+T—6—é:%.




