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1. (4p) Vilken integral fir man som resultat om man i integralen f02 cos(v/t + 3) sin(¢) dt gor
variabelbytet v/t 4+ 3 = x. Rikna inte ut integralen!

Losning: Eftersom v/t +3 = x s& éir t + 3 = 2% och t = 2? — 3. Detta innebiir att dt = 2z dx.
Dit=0idrz = /3 ochdat=2irz = /5. Den nya integralen blir dirfor

2 V5
/0 cos(Vt + 3)sin(t) dt = /\/g cos(x) sin(z® — 3)2x dz.

o0

2. (3p) Gamma-funktionen definieras med I'(«) = / e 't*"1dt da o > 0. Visa med hjilp
0
av partiell integrering att I'(a + 1) = oI'(«) dd a > 0.

Losning: Genom att integrera funktionen e~* och derivera funktionen ¢* fér vi

Ma+1) = [ ereriar - / (e~ [T (cetar ) a
0

= lim (—e ") +¢%* + a/ e ‘"t dt =0+ al'(a).
0

t—o00

3. (4p) Betriffande en kontinuerlig funktion f : [0, 3] — R kdnner man till f6ljande virden:

x [ 0106]10[18]22]24| 3
fx)|1.2|114/1.0|1.2/0.8|0.6 0.6

Hur kan man bestdmma ett ndrmevirde for | 03 f(z) dx? Observera att avstanden mellan de givna
punkterna pa z-axeln inte dr lika langa. Du behover inte rikna ut ett slutligt virde men ge ett
uttryck som man enkelt kunde ridkna ut med hjilp av en réknare.

Losning: Man kan anvidnda tarpetsmetoden som innebédr att man approximerar integralen
fm?_l f(z)dz med 2(f(z;—1) + f(z;))(x; — ;1) och sedan riknar summan av integralerna
over delintervallen. Det ger resultatet
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oma=2x9 <2, <...<Tp_1 <x,=n>0.1detta fall far vi

b
/ fx)de~ L(1.241.4) 0.6+ (144 1.0)- 0.4+ £(1.0+1.2) - 0.8

+1(12+0.8) - 0.4+ (0.8 + 0.6) - 0.2 4+ (0.6 + 0.6) - 0.6
=13-06+1.2-04+1.1-08+1.0-0.4+0.7-0.2+ 0.6 - 0.6.

4. (4p) Antag att y(t) dr 1osningen till differentialekvationen

y'(t) +4y'(t) + 3y(t) =2t, y(0)=2, ¥ (0)=-L
Bestim Laplace-transformen av y(t). Kom ihag att £(1)(s) = < och vad resultatet blir di en
Laplace-transform deriveras. Rékna inte ut y(t)!
Losning: Eftersom L(f")(s) = sL(f)(s) — f(0) sa drocksa L(f")(s) = s(sL(f)(s) — f(0)) —
f'(0). Nér vi tar Laplace-transformen av bada sidorna av ekvationen far vi (eftersom transfo-
remn ir linjédr)

s"L(y)(s) — sy(0) — y'(0) + 4(sL(y)(s) — y(0)) + 3L(y)(s) = L(t)(s).

Eftersom £(1)(s) = £ sd dr L(—t)1)(s) = £L(1)(s) = 1 = —L s viseratt L(t)(s) = 5.

s ds s s

Eftersom y(0) = 2 och ¢/ (0) = —1 sa far vi
2
(s> +4s + 3)L(y)(s) = §—|—23— 14+4-2,

sa att
2 7+ 2s

Ely)s) = s2(s?2 +4s + 3) T2 +4s+3°

5. (3p) Funktionerna sin(wt) och cos(wt) har Laplace-transformerna L£(cos(wt))(s) =
—2s 2

e och L(sin(wt))(s) = T Vilken funktion har Laplace-transformen 682(%).
Ledning: Kom ihdg forskjutningsreglerna L(e® f(t))(s) = L(f)(s — a) och L(u(t — a)f(t —
a))(s) = e " L(f)(s).
Losning: Skriv forst

s+2 s n 2 3

s249 2432 3 2432
Da kan vi anvédnda den andra foskjutningsregeln for att konstatera att

Lt (e—;(;;gz)) (t) = u(t —2) (005(3(75 —2)) + ; sin(3(t — 2))) .

6. (3p) Ardetsantattom x = dydj_; ...didodvs. x = dj, - 10F 4 ... +d; - 10" + dy - 10° s
darmod (z,3) = mod (dy, + dg—1 + ...+ ...dy + do,3) dvs. [z]3 = [dr + dg—1 + ... d1 + do]s.
Motivera ditt svar.



Losning: Eftersom 10 = 3 - 3 + 1 dr [10]3 = [1]5 och darfor giller [107]s = [10]5 = [1]} =
[17]3 = [1]3. Detta innebr att
[2]3 = [d-10F+dp_1- 105 4. . 4-d;-10"4+do-10%]3 = [d]s-[10¥]5+. . .+[d1]5-[10"]54-[do]3-[10%]5
= [dils - [L]s + ...+ [di]s - [1]s + [do]s - [L]s = [d + dk—1 + .. . dy + do]3,
vilket dr detsamma som att mod (z, 3) = mod (dy, + d_1 + ... dy + do, 3).

7. (3p) Anvind Euklides algoritm for att bestimma den storsta gemensamma delaren av talen
85 och 55.

Losning: 1 enlighet med Euklides algoritm rdknar viut r;, j > 0 sd att r;_o = g;7;_; +r; dd
Jj=>0o0ch0<7r; <r;_ymedry=85ochr = 55och vifir

85 =1-55+30
25 =1-30+25
30=1-25+5
25=5-5+0

Av detta ser vi att den storsta gemensamma delaren dr 5.




