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Gripenberg

1. (3p) Nir man l6ser y som en funktion y(x) av x ur ekvationen 23 + e + sin(z +y) = 0
sa far man (dtminstone) en 16sning sa att y(—1) = 1 Bestdm y'(—1) for denna 16sning.
Losning: Funktionen y () uppfyller ekvationen
2% 4+ e @ L sin(z 4 y(z)) = 0.

Nir man deriverar bada sidorna av ekvationen med avseende pa x sa far man

322 4 eV (1 4 4/ () 4 cos(z + y(x))(1 + 9/ (x)) = 0.
Eftersom y(—1) = 1 s blir resultatet dd man sitter in © = —1

34+¢e’(1+y/'(—1)) + cos(0)(1 + /(1)) =0,

och eftersom €° = cos(0) = 1 sa far man

2. (4p) Bestidm en approximation av talet v/65 genom att anviinda linjir approximation och
det faktum att 4° = 64.

Losning: Lat f(x) = 23, D& dr fl(z) = %x%—l — %x—ﬁ — 3}((196)2

f'(64) = 555 = 55. Med linjéir approximation far vi dirfor

. Dérfor dr f(64) = 4 och

f(65>:f(64+1)zf(64)+f/(64)_1:4+%:%‘

3. (4p) Antagatt a > 0. Om man vill berdkna In(a) (dvs. log(a)) genom att anvinda Newton-
Raphsons metod for att 16sa ekvationen e” = a sa kommer man att berékna en talfoljd (x,, )32,
dir z,,+1 = g(z,). Bestdm funktionen g. I vilket av intervallen (—oo,In(a)), [In(a), z,) eller
[, 00) kommer z,, 1 att ligga om x,, > a? Motivera ditt svar.

Losning: Om f(z) = e — a sa dr f(In(a)) = 0. Newton-Raphsons metod bygger pa att om
man har en approximation x,, till nollstillet sa ersitter man kurvan y = f(x) med tangenten
till denna kurva i punkten (z,, f(x,)) och den nya approximationen ir den punkt x,,; dér
tangenten skér z-axeln. Detta innebér att x,, .1 = z, + f,(é’;)) och eftersom f’(z) = e” sa far
man 1 detta fall

ezn —a —Tn
Tpt1 = Tp — otn =z, —1+ae ’




xT

sdatt g(z) = — 1+ ae™™.

Funktionen f(z) = e” — a &r konvex eftersom f'(x) = e” och f’(z) = e® > 0 vilket
innebdr att kurvan y = f(x) ligger ovanfor tangenten och dirfor skér tangenten z-axeln i en
punkt som ligger till hoger om nollstéllet In(a). Eftersom f’(z) > 0 sa dr f(z,) > 0 om
x, > In(a) och da &dr ocksa Hen) - 0 vilket betyder att z,,,1 < x,. Av detta foljer att z,,,1 €

f'(xn)
[ln(a), Ty).

4. (4p) Bestim det storsta och minsta virdet av funktionen f(x) = 1 — \/|z| + 2z* da
LS [_%7 %}
Losning: Funktionen ér symmetrisk (f(—z) = f(z)) s man kan lika bra anta att z € [0, 1].
Dessutom dr den inte deriverbar i punkten 0, sa detta faktum blir pa detta sétt ocksa automatiskt
beaktat. Da x > 0 dr

() = ———= + 4z,
och villkoret f'(z) = 0 ger ekvationen x+/z = & vilket innebir att x = 1. Detta innebir att vi
skall berdkna virdet av funktionen i punkterna z = 0, x = }—1 och x = % och vi far
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Av detta ser vi att det stOrsta vardet ar 1 storst och det minsta 3

5. (3p) En vattentank innehaller 30 liter saltvatten i vilket det finns 3 g salt per liter vid
tidpunkten ¢ = 0. Till tanken pumpas med en hastighet av 2 liter per minut saltvatten som
innehaller 1 + sin(7¢/10) g salt per liter vid tidpunkten ¢. Av den vil omrérda blandningen
pumpas 2 liter per minut ut (sa att vitskemingden i behallaren halls of6rindrad). Lat y(¢) vara
den totala mingden salt i behallaren vid tidpunkten ¢. Bestdm y(0) och bestdm den differentia-
lekvation som uppfylls av y(¢) (dvs. forklara hur du kommit fram till den). Du behover inte 16sa
differentialekvationen.
Losning: Eftersom det vid tidpunkten ¢ = 0 finns 3 g salt per liter i vattnet och tanken innehaller
20 lite blir den totala saltmédngden 3 - 30 = 90 g, sa att y(0) = 30.

Lat nu At vara ett sa kort tidsintervall att saltkoncentrationen och vitskeméngden i
behallaren inte dndras i nagon visentlig utstrackning. Vid tidpunkten ¢ dr saltkoncentrationen

y(t)

30 och det betyder att det mellan ¢ och At kommer in (1 + sin(7t/10)) - 2 - At g salt och

t
rinner ut % -2 - At g salt sa att

y(t+ At) —y(t) = (1 +sin(7t/10)) - 2 - At — % -2 At.



Om vi nu dividerar med At och tar gransvirdet da At — 0 sa far vi ekvationen

J(t) = 2((1 + sin(rt/10)) — 3_20y(t), £ 0.

med intialvérdet y(0) = 90.

6. (3p) Matrisen A = {:g

_ﬂ har egenvirdena —2 och —4 och motsvarande egenvektorer

ar [ﬂ och [g] . Bestdm l0sningen till differentialekvationssystemet

Y'(t) = AY (1), Y(0) = {_12] .

Losning: Om X dr en egenvektor som hor till egenvirdet \; sa dr Y (t) = 1Mt X + et X,

en 16sning till differentialekvationssystemet. Da dr Y (0) = ¢; X +co X5. I detta fall dr X; = E}

och X5 = {3

2} sa vi far ekvationssystemet

o =]+l

eller
c1+ 3¢ =1,
2c1 + 2¢9 = —2.
Losningen till detta ekvationssystem &r ¢; = —2 och ¢, = 1 sa l6sningen till ekvationssystemet
blir

Y(t) = —2e H +ett B] |

) 1 — cos(zx . .. .
7. (3p) Forklara varfor funktionen # ar integrerbar i intervallet (0, co) utan att rdkna
x
ut integralen.
Losning: Funktionen f(z) = 1_%@) dr kontinuerlig atminstone i intervallet (0, co) sa fragan

om funktionen dr integrerbar bestdms av hur den uppfor sig nira 0 och hur snabbt eller langsamt
den gar mot 0 da = — oo.
Med hjilp av I’Hopitals regel ser man att

1— i 1
Ji L= 052 (: 9) o 2@ L
z—0 2 0 =0 2% 2

sd man far en kontinuerlig funktion om man definierar f(0) = % Detta innebdr att f dr integrer-
bar i varje intervall (0, 7") med 7' < oo. Eftersom —1 < cos(z) < 1sagiller 0 < 1—cos(z) < 2
och eftersom | loo x% dr = 2 < oo sa foljer det av majorantprincipen att f ocksa &r integrerbar i
intervallet (1, c0) och ddrmed ocksé i (0, c0).




