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Mat-1.1510 Grundkurs i matematik 1
Tentamen och mellaidfhorsomtagning 14.1.2010

Skriv ditt namn, nummer odbvriga uppgifter @ varje papper!
En raknedosa (godind ©r studentexamerdr ett tillatet halpmedel i detta prov!

Skriv tydligt pa varje papper vilket prov du agger,
Tentamensuppgifterrax 5 uppgifter av uppgifterna 2, 4, 6, 8,
10 och 11.

Mellanforhdrsomtagningsuppgifterréa:

Mf 1: Uppgifterna 1, 2, 3 och 4

Mf 2: Uppgifterna 5, 6, 7 och 8

Mf 3: Uppgifterna 9, 10, 11 och 12.

1. Kontrollera om bljande bevisdr formeln+ 55+ 35 +. . .+n(n1+1) = 2(’;;11) ar korrekt: Vi

anénder induktion och antar athpendet gller can = k, dvs.{5 + 55 + 35 +.. . + o =
%. Vi visar att det ocka caller dan = k£ + 1 med hplp av Bljande ékning dir vi ocksa

anvander induktionsantagandet:

1 1 1 k-1 1
1223 34 " TRErD) T hrDR+2) 26+1) T GrDEL2)
:(k—l)(k+2)+2_ k(k+1)  (k+1)—1

2k +1)(k+2) 2+ 1)(k+2) 2((k+1)+1)
Induktionssteget fungerar ocludor ar pastiendet bevisat.

L 6sningBevisetar ofullstindigt eftersom det inte innéter en kontroll av att aséendet gller
o .1 1 1-1 . . .
dan =1lochnuar—— = - #0 = sa det shmmer inte ens och eftersom induk-
1-2 2 2(1+ 1)
tionsstegetir korrekt & kommer inte pstendet att stimma 6r nagot \arde @ n.




(&) Anvand Gauss metodf att beshmma en trappstegsform av den matris som beskriver

ekvationssystemet
T +2[L‘2 —3ZL’3 +4l’4 = 5
—21'1 —4ZE2 +8ZE3 —51’4 = —4
31’1 +6ZE2 —51133 +20£L’4 = 28
—xy —2x9 +Tx3 4614 = 9

Du belbver inte bestmma bsningarna till systemet.
(b) Nar man skulledsa ett ekvationssystem fick mailjdnde matris i trappstegsform:

1 -1 1 0 2
0 2 4 -2 6
0 00 13
0 00 00

0O 00 00
Bestim alla bsningar till detta ekvationssystem
Losning:(a) Med h@lp av Gauss algoritn@f vi

1 2 =3 4 5)
-2 —4 & -5 —4 To «— T9 + 27"1
3 6 —5 20 28 T3 «— I3 — 31y
-1 =2 7 6 9 Ty T4+ 71

1 2 -3 4 5
00 2 3 6

NOO 4 8 13 7"3<—T3—27“2
0 0 4 10 14 T4<—T4—2T2
[1 2 -3 4 5]
00 236

“loo0o 021
0 0 0 4 2 7“4%7"4—27"3
[1 2 -3 4 5]
00 236

“loo0o 021
00 000

(b) Eftersom det endast finns nollod padernat och5 berdver man inte bry sig om dem.
Eftersom det inte finnsagot pivot-element i den tredje kolumnen kayvaljas fritt, tex.as = ¢.
Den tredje raden ger ekvationen = 3 och den andra ekvationéa, + 4x3; — 2x, = 6 sa att

Ty = —2w3 + x4 + 3 = —2t + 6. Den fPrsta raden ger ekvationen — z, + x3 = 2 sa att
Ty =mx9 —13+2=-2t+6—1t+2=—3t+ & Den allmanna bsningerar darfor

T 8 -3

To| 6 -2

Ty 3 0




3. Bestim matrisensd = _ég _ig egend@rden och @akna ut en egenvektodif ett
egemarde (men du bejver inte Bkna ut en egenvektodif det andra egeivdet).

L6sning:Forst loser vi den karakteristiska ekvationen

det(A — A) = det ({@6_5) - pl A)D M4 A-2=0.

1N
Y 2:{1—2
2 4+ 7 )

av vilket vi ser att egeriwdenaar \; = 1 och )\, = —2.
| nasta stegaknar vi ut en egenvektor sonattill egenmardet); = 1 dvs. vi loser ekvatio-
nen(A — I)X = 0. Med Gauss metodf vi,

Som bsningar &r vi,

45 36 0

—60 —48 0 | ro«ra+ 31
45 36 0
0 00

Av detta ser vi att om vi &@ljer z, = 1 sa far vi ur ekvationentbz, + 36x, = 0 losningen
—4
1 51

En egenvektor somdr till egenvardet)\, = —2 kan vi rakna ut g sammadtt, dvs. vi bser
ekvationen A + 27) X = 0. Med Gauss’ metodfr vi,

4
T = —g. Som egenvektor kan vi altisilja | .5, eller likaval X; =

48 36 0

60 —45 0| T tin
~ | 48 36 0
0 00

Av detta ser vi att om vi &@ljer z, = 1 sa far vi ur ekvationend8z, + 36x, = 0 losningen

_3 -
z1 = —3. Som egenvektor kan vi albs/lja [ 14} , eller lika val X, = [ 43]-

3

2
4. Antag attA ar en &dan2 x 2-matris attA™A = \/3 *|. Vad ar vinkeln mellan
= 3
2

kolumnvektorerna A?
L 6sning:Om kolumnvektorernar X, och X, sa foljer av definitionen av matrismultiplikatio-

3 .
nenattX; - X; =2, Xy- Xy =3o0chX; X, = \/; Om nué ar vinkeln mellanX; och X,



saar

o) X, Xy \F 1
COS = — =

VX1 XivXs - Xo 4 2
vilket innelar attd = .

5. Bestim ekvationendr tangenten till kurvan® + 322y — 6zy* + 2y = 0 i punkten(1,1).
Ledning: Aménd implicit derivering.
Lésning:Antag att ekvationendfr kurvanary = y(z) sa att

2%+ 32%y(x) — 6ay(x)? + 2y(x)® = 0.

Eftersom1® +3-12-1—6-1-12+2-13 = (0 ser vi atty(1) = 1 ar en bsning i punkten: = 1.
Om vi deriverar med avseende: far vi

32 + 6xy(z) + 32%y (x) — by(x) — 12zy(x)y'(z) + 6y(x)*y () = 0.
Om vi satter inz = 1 ochy(1) = 1 far vi
3+64+3y(1)—6—12y(1) +6y'(1) =0,
vilket gery/(1) = 1 och tangentens ekvation bijjr— 1 =1- (z — 1) ellery = z.

6. Forklara hur man med BJp av Newton-Raphsons metod kan Bestna en approximation
till en [6sningt ill ekvationerr? + 22° = 1 och fakna ta steg med starérdetz, = 1.

Losning:Lat f(z) = x* + 22% — 1 s4 att vi skall bestmma endsning till ekvationery (x) = 0.
Om man anander Newton-Raphsons metagknar man en tatljd (x,) dar x,.1 = x, —

. | detta fallar f/(z) = 42 + 62% sa vi far

f/(xn)
Ty + 223 —1
I P o
Om vi nu \Aljer zo, = 1 sa far vi
1+2-1 4
x — —
! 446 5
4 3
4 (3) +2(3) -
T2 =g - () 3 () o = 0.72636
4(3)" +6(3)
Om man fort&tter far man
r3 = 0.71682
xq = 0.71667
rs = 0.71667

sa en bsningar ca.0.71667.

7. Bestim med hilp av linjar approximering hur mycket radien av en cirkeiste minskadr
att arean av onadet innandr cirkeln skall minska med cm? om radien urskrungligeéar 80
cm.



Lésning:Arean av omadet innanbr cirkelnar A(r) = 7r%. Med linjar approximeringdr vi
A(r+h) — A(r) = A'(r)h = 27rh.
Om nuA(r +h) — A(r) = —1 sa blir
1
27 - 80

1
ha 5 —(A(r+h) = A(r)) (—1) = —0.0019894 ~ —0.002,

sa radien skall minska med €2002 cm.

8. Ett par skidor som &tt utedver natten har temperaturer25°. Skidornas temperatui0

minuter efter att de tagits inomhiés —10°. Hur lange acker detannu efter detta tills tempe-

raturen i skidorna stigit tilD° om man antar att temperaturen uppfyller differentialeiorsn

T'(t) = —k(T'(t) — Tp) dar Ty = 20° ar temperaturen inomhusaty(t) = T'(t) — Ty och bbs

den differentialekvation som(t) uppfyller.

Losning:Omy(t) = T(t) — Ty sa uppfyllery(t) ekvationeny/(t) = —ky(t) vilket innekar att

y(t) = e Fy(0). EftersomTy = 20 ary(0) = —45 ochy(30) = —30, dvs.

ln(%)
3

Om skidornas temperatar 0° vid tidpunktenT" saary(7") = —20 och

_ln(%)
k

Detta innefar att det ackerannu30 minuter frn det att temperaturen blivit10° tills den blir
0°.

30 =€ "(—45) = k=-— 0.

—20=e"(-45) = T= = 60.

9. Berakna integraler;)fo1 tIn(t) dt genom att integrera partiellt.
Ledning: DA a > 0 gallerlim,_o, t*In(t) = 0 och detar en kittre ide att derivera logaritm-
funktionenan att integrera den.

L6sning:Om vi integrerart och deriverain(t) far vi

1 1 t 1 1 1 1
/tln(t)dt:/ %tzln(t)—/ %tQ—dt:%Pln(l)—O—%/ %tdt:—/ ==
0 0 0 t 0 0 4

10.
(a) (2p) Forklara vilken ide trapetsregeldif numerisk integrering byggeép
(b) (4p) Behkna en approximation av integralg@ﬁ f(t)dt med hglp av trapetsregelnad
man vet attf(2) = 1, f(2.2) = 1.5, f(2.4) = 2, f(2.6) = 2, f(2.8) = 2.5, f(3) = 3.
Varfor ar det inte en god ide atbfsdka ananda Simpson regel?

Lésning:(a) Om man skall approximera integralﬁflf(x) dz och man &ner till f(z;), j =

0,1,...,ndara = o < x1... < z, = b sa erditter man funktionerf i intervallet[z;_1, x;]
med den lingra funktionenf(z; 1)~ + f(v;); == och beaknar intergalen av denna
J J— J J—

funktion i intervallet|z;_+, z;] och sedan adderar man dessa integréley = 1,2, ..., n.



(b) Omuzy = 2,21 = 2.2, 79 = 2.4, 13 = 2.6, 74 = 2.8 ochz; = 3 sa ser vi att alla
delintervall[z;_;, z;] ar lika langa, dvsh = 0.2 (vilket inte ar av av@rande betydelse merg
rakningarna enklare). Med trapetsregeinyi nu

=0.2054+15+24+2+25+15)=2.

Simpsons regel kan inte aandas &tminstone inte utanagra modifikationer) dr den
forutsatter att antalet delintervadlr jamnt vilket intear fallet Har.

11. Omu(t) = 1dat > 0ochu(t) = 0dat < 0sadller f(t) = £(0) + (ux* f)(t) dat > 0.
Harled med Hlp av detta och det faktum att Laplace-transformen av erndtation g « h ar
produkten av Laplace-transformernagech h formeln for Laplace-transformen af/.

L 6sning:Enligt defintionen dr Laplace-transformeraf vi
> 1 e’ 1
L = S 1dt = —e=0-—=".
(u)(s) /0 e t / e
Eftersomf(t) = f(0)u(t) + (u* f')(¢) sa galler
0
25 = L2 1 cy)ei)s) = L2 4 L6

S S S
och rar vi multiplicerar meds far vi

L(f')(s) = sL(f)(s) = f(0).

12.
(a) (4p) Pljande tilampning av Euklides algoritm visar att sgif, 30) = 1:
37=1-30+7
30=4-7T+2
7T=3-2+1
2=2-140

Besm[30]5;, dvs. ett talk sd attl < k < 37 ochk - 30 =1 (mod 37).

(b) (2p) Nar man aneinder RSA-metoden aamder man den publika nyckeln, k) sa att
"meddelandet’a, somar ett tal mellan0 ochn — 1 krypteras tillb = mod(a*,n)
och sedan kan mottagaren anda sin privata nyckeln, d) for att dekrypterab till
a = mod(b?, n). Hur skallk ochd valjas omn ar en produkt av t& primtalp ochq for
att detta skall fungera? (Du b@Ver inte visa att det faktiskt fungeraa.

Losning:
(a) Forst skall vi skriva sgd37,30) = 1 som en linar kombination a37 och30 och vi
far da vi raknar bakhnges:

sgd(37,30) =1=7-3-2=1-7-3-(30—4-7)
= —3-30+13-7=-3-30+13- (37 —1-30)
=13-37—16-30



Vi kan ocks skriva
1=12-37+ (37 —16)-30 = 12- 37+ 21 - 30,
vilket betyder atR1 - 30 = 1 (mod 30), dvs.k = 21.
(b) Omn = p-qgochvilaterm = (p— 1) * (¢ — 1) s skallk ochd valjas @ attk - d = 1
(mod m).




