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Skriv ditt namn, nummer ocḧovriga uppgifter p̊a varje papper!
En räknedosa (godk̈and f̈or studentexamen)̈ar ett tillåtet hj̈alpmedel i detta prov!

1. (3p) Vilken integral f̊ar man om man i integralen
∫ 2

0

x√
x + 2

dx gör variabelbytet
√

x + 2 = t. Du beḧover inte r̈akna ut den ḧar integralen.

Lösning:Om
√

x + 2 = t så är x + 2 = t2 och d̈arför dx = 2t dt. Då x = 0 så är t =
√

2 och
dåx = 2 så är t = 2. Den nya integralen blir d̈arför

∫ 2

√
2

t2 − 2

t
2t dt =

∫ 2

√
2

(2t2 − 4) dt.

2. (4p) Ber̈akna en approximation av integralen
∫ 2

0

√
4 − x2 dx genom att anv̈anda4 lika långa

delintervall och n̊agon l̈amplig numerisk integrationsmetod.
Lösning:Om man anv̈ander mittpunktsmetoden skall man räkna

M4 = h
(

f(x0) + f(x1) + f(x2) + +f(x3)

)

,

därf(x) =
√

4 − x2 ochxj = 0 + (j + 1
2
) · 0.5, j = 0, 1, 2, 3 och man f̊ar

M4 = 0.5
(

1.98431 + 1.85405 + 1.56125 + 0.968246
)

= 3.18393.

Om man anv̈ander trapetsmetoden skall man räkna

T4 = h
(

1
2
f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x3) + 1

2
f(x4)

)

,

där fortfarandef(x) =
√

4 − x2 menxj = 0 + j · 0.5, j = 0, 1, . . . , 4 och man f̊ar

T4 = 0.5
(

0.5 · 2 + 1.93649 + 1.73205 + 1.32288 + 0.5 · 0
)

= 2.99571.

Med Simpsons metod skall man räkna

S4 =
h

3

(

f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + f(x4)

)

,

därf(x) =
√

4 − x2 ochxj = 0 + j · 0.5, j = 0, 1, . . . , 4 som i trapetsmetoden och man får

S4 =
0.5

3

(

2 + 4 · 1.93649 + 2 · 1.73205 + 4 · 1.32288 + 0
)

= 3.0836.

3. (3p) Då man r̈aknade integralen
∫ 8

2

√
x2 − 4 dx numeriskt med hj̈alp av Simpsons metod

fick man som svar26.8200193819123 då man anv̈ande16 delintervall och26.8438643785864
då man anv̈ande32 delintervall. Om man vill f̊a ett svar med ett fel som till sitt absolutbelopp
är ḧogst10−2, räcker det d̊a att anv̈anda32 delintervall? Motivera ditt svar!



Lösning:Om man r̈aknar absolutbeloppet av skillnaden mellan de resultat manfick med16 och
med32 intervall får man0.024. Eftersom dettäar sẗorre än 10−2 kan man inte v̈anta sig att
absolutbeloppet av feletär ḧogst10−2 om man anv̈ander32 delintervall. (Feleẗar i sj̈alva verket
ca.0.013.)

4. (3p) Visa, genom att integrera partiellt, attL(f ′)(s) = sL(f)(s) − f(0) där L(f) är
Laplace-transformen avf . (Du kan tex. anta att det finns en konstantC så att|f(t)| + |f ′(t)| ≤ C då t ≥ 0 så att Laplace-

transformernäar definierade d̊a Re(s) > 0.)

Lösning:Laplace-transformen avf ′ är enligt definitionen
∫ ∞
0

e−stf ′(t) dt och genom att inte-
grera partiellt f̊ar man

∫ ∞

0

e−stf ′(t) dt =

/∞

0

e−stf(t) −
∫ ∞

0

(−s)e−stf(t) dt

= lim
t→∞

e−stf(t) − e−s·0f(0) + s

∫ ∞

0

e−stf(t) dt = sL(f)(s) − f(0),

eftersomL(f)(s) =
∫ ∞

0
e−stf(t) dt, limt→∞ e−st = 0 då Re(s) > 0 och vi antog att|f(t)| ≤ C

och e0 = 1.

5. (5p) Funktioneny(t) är lösningen till differentialekvationen

4y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = t cos(2t), y(0) = 2, y′(0) = −2.

Besẗam Laplace-transformen av funktioneny(t). Laplace-transformen avcos(ωt) är s
s2+ω2 och

kom ihåg vilken funktion derivatan av en Laplace-transformär Laplace-transformen av. Räkna
inte uty(t)!

Lösning:LåtY (s) = L(y)(s) vara Laplace-transformen avy. Då är

L(y′) = sY (s) − y(0) = sY (s) − 2,

och
L(y′′)(s) = sL(y′)(s) − y′(0) = s(sY (s) − 2) + 2 = s2Y (s) − 2s + 2.

Eftersom
∫ ∞
0

e−st cos(2t) dt = s
s2+22 så är

∫ ∞

0

e−st(−t) cos(2t) dt =
d
ds

s

s2 + 22
=

1

s2 + 4
− s · 2s

(s2 + 4)2
= − s2 − 4

(s2 + 4)2
,

och vi kan konstatera attL(t cos(2t)(s) = s2−4
(s2+4)2

.
Om vi nu tar Laplace-transformen av båda sidorna av ekvationen får vi

4
(

s2Y (s) − 2s + 2
)

+ 3
(

sY (s) − 2
)

+ 2Y (s) =
s2 − 4

(s2 + 4)2
,

så att

(4s2 + 3s + 2)Y (s) − 8s + 8 − 6 =
s2 − 4

(s2 + 4)2
,

och

Y (s) =
s2 − 4

(s2 + 4)2(4s2 + 3s + 2)
+

8s − 2

4s2 + 3s + 2
=

8s5 − 2s4 + 64s3 − 15s2 + 128s − 36

(s2 + 4)2(4s2 + 3s + 2)
.



6. (3p) Besẗam den sẗorsta gemensamma delaren av talen80 och 36 med hj̈alp av Euklides
algoritm.
Lösning:I enlighet med Euklides algoritm räknar vi utrj, j ≥ 0 så attrj−2 = qjrj−1 + rj då
j ≥ 0 och0 ≤ rj < rj−1 medr0 = 80 ochr1 = 36 och vi får

80 = 2 · 36 + 8

36 = 4 · 8 + 4

8 = 2 · 4 + 0

Av detta ser vi att den största gemensamma delaren av80 och36 är4.

7. (3p) I ett universtitet anv̈ands studentnummer som bildas avåtta siffror och en kontrollbok-
stav. StuderandeS skrev sitt nummer p̊a en blankett som23x78366H där siffranx blev ol̈aslig.
Besẗam x på n̊agot annat s̈att än att bara prova med alla möjligheter d̊a man vet att kontroll-
bokstavenH betyder att resten då talet som bildas av siffrorna före kontrollbokstaven divideras
med23 blir 8. Du kan utnyttja det faktum att då 23078366 divideras med23 blir resten5, då
100000 divideras med23 blir resten19 och d̊a19 · 17 divideras med23 blir resten1.
Lösning:Talet23x78366 kan skrivas som23078366 + x · 100000 och eftersom man kan räkna
normalt med kongruensklasser får man

[23078366 + x · 100000]23 = [23078366]23 + [x]23 · [100000]23.

De resultat betr̈affande rester som ges i uppgiften betyder att[23078366]23 = [5]23, [100000]23 =
[19]23 och[19]−1

23 = [17]23 och d̈arför får man ekvationen

[5]23 + [x]23 · [19]23 = [8]23,

så att
[x]23 = ([8]23 − [5]23) · [19]−1

23 = [3]23 · [17]23 = [51]23 = [5]23,

vilket inneb̈ar, eftersom0 ≤ x ≤ 9, attx = 5.


