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Teori for dessa uppgifter finns ocksé i Biggs: 20, 21

I1. Funktionen o : {0,1,...,14} — {0,1,2...,14} som definierats med a(x) = mod (4 -

x,15) dr en bijektion (eftersom sgd (4,15) = 1). Bestim denhidr funktionens banor (dvs.
miéngderna { o/ (z) : 7 >0} ddz € {0,1,...,14} och o/ = goao...0 ) och skriv o som
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en produkt av cykler (dvs. uttryck i stil med (a b ¢) dir a(a) = b, a(b) = c och a(c) = a).
Losning: Vi kan beskriva funktionen med en 2 x 15-matris sa att

(012 3 456 7 89 10 11 12 13 14
- \0 4812159 1326 10 14 3 7 11 )’

vilket skall ldsas sa att tex. «(3) = 12.
For att bestimma banorna tar vi ett element = som inte redan hor till nagon bana och riknar
ut a(z), o?(x) osv. tills vi kommer tillbaka till . Detta ger foljande banor nir vi startar med 0:

(0}, {14}, {2,8), {3,12}), {5}, {6,9}, {7,13}, {10}, {11,14}.

Varje bana av o motsvaras av en cykel och om vi ldmnar bort cyklarna med lingden 1 kan vi
uttrycka o med cykelnotation som

a=(1 4)(2 8)(3 12)(6 9) (7 13) (11 14).

I2. Den symmetriska gruppen S; bestar av alla permutationer av méngden {1, 2, 3}.

(a) Visa att H = {(1),(2 3)} (ddr cykelnotation anvints) dr en delgrupp av S3, dvs. att
produkterna av elementen i A hor till H.

(b) Bestdm de vinstra sidoklasserna aH, a € Ss, till H.

(c) Bestdm de hogra sidoklasserna Ha, a € Ss, till H (och du ser att dessa inte dr de samma
som i (b)).

(d) Bestdam med hjilp av resultaten i punkt (b) element a, b, coch d € S3 sa att aH = bH
och cH = dH men acH # bdH (vilket betyder att man inte kan definiera en operation
© pa de vinstra sidoklasserna med (xH) ¢ (yH) = zyH.)

Losning: (a) Identitetselementet i S3 dr (1) (som ocksé kan skrivas som (2) eller (3)). Nu &r
(D(1)=(1),(1)(23) =(23),(23)(1) =(23) och (2 3)(2 3) = (1) sa att H &r en delgrupp.
(b)



()

H(1)=H(23)=H,
H(12)=H(132)={(12),(132)},
H(13)=H(123)={(13),(123)}.

Saledes ser vi att i dethir fallet dr de vinstra och hogra sidoklasserna olika.
(d) Eftersom (1 2)(1 3) = (13 2) och (1 2 3)(1 3 2) = (1) s kan vi viljaa = (1 2),
b=(132),c=(13)ochd= (12 3)och slutsatsen foljer fran punkt (b).

I3. Bestim gruppen GG som bestar av alla permutationer f av noderna i grafen X
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sd att att finns det en bége mellan f(a) och f(b) om det finns en bige mellan a och b.

Bestim ocksa cykelindexet (g x = ﬁ D g Cox dir Gy x (b, ..o tn) = 11 - 857 .-ty
dér jj ar antalet banor med langden £ nér den cykliska gruppen genererad av g verkar pa X.
Ledning: Anvind det faktum att i fall som detta maste en nod a avbildas pa en nod f(a) som
har lika manga grannar som a.

Losning: Eftersom nod 6 har 4 grannar och dr den enda noden med sa manga grannar maste
f(6) = 6 for varje f € G. Detta innebir att alla grannar till 6 maste avbildas pa grannar till 6,
isynnerhet kan nod 8 som har tre grannar endast avbildas pa nod 8. Detta betyder i sin ur att att
3 bara kan avbildas pa 3 eftersom det dr den enda lediga noden med 3 grannar. Eftersom 4 &r
en granne till 3 och till en granne till en granne till 6 och 3 och 6 forblir pa sina platser maste
f(4) =4 och ocksa f(5) = 5 enligt samma slags resonemang.

Vi kan alltsa konstatera att for varje f € G giller f(j) = jda j € {3,4,5,6,8}. Diremot
kan f(1) = 2 och f(2) = 1 och/eller f(7) = f(9) och f(9) = f(7). I cykelnotation, dér cyklar
med ldngden 1 ldmnats bort &r

G={(1), (12), (79), (12)(79)}.
Nir vi rdknar banornas antal far vi féljande resultat:

(1) - 9banor med 1 element.
(12): 1 banamed 2 element, 7 banor med 1 element.
(79): 1banamed 2 element, 7 banor med 1 element.
(12)(79): 2 banor med 2 element och 5 banor med 1 element.

Cykelindexet blir darfor
1
Gox(tr,t2) = 7 (11 + 2635 +138).




I4. Lat X be a vara ett bride med 3 x 2 kvadrater, sidorna parallella med koordinataxlarna och
mittpunkten i origo. Som symmetriavbildningar har rotationer runt mittpunkten med vinkeln 0
eller m och reflektioner i x-axeln och y-axeln. Om vi numrerar kvadraterna med 1, 2,3,4,5,6
i positiv rikning sd& motsvarar dessa avbildningar permutationerna (1), (1 4)(2 5)(3 6),
(16)(25)(34)och (1 3)(4 6). Dehdr permutationerna bildar en grupp G (men detta behéver
du inte kontrollera). Bestdm cykelindexet (¢ x och anvind det for att bestimma pd hur manga
satt bradets kvadrater kan “fargas” med 3 “farger”.
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Losning: Det finns 4 element i gruppen och vi méste bestimma anatalet banor med 0111%} %ang/élgr
for varje element i gruppen.
Eftersom varje element dr givet med cykelnotation sé féar vi foljande resultat:

(1) : 6 banor med 1 element.
(14)(25)(36): 3banor med 2 element.
(16)(25)(34): 3banor med 2 element.

(13)(46):
Cykelindexet blir dirfor

2 banor med 2 element och 2 banor med 1 element.

Cox(ti,ta, s, ta, b5, te) = — (15 + 65 + 85 + £113) .

Om vi anvénder 3 férger sa far vi

A~ =

(6.x(3,3,3,3,3,3) = (36 +2.33 ¢ 34) — 916

1 =

olika firgningar.

I5. Hur manga olika sorts halsband kan man gora av 4 vita och 3 svarta pirlor. Nir du
bestimmer vilka halsband som ér lika och vilka som &r olika sa skall du beakta bade rotationer
och reflektioner, dvs., symmetrigruppen dr den dihedrala gruppen. Kom ihag att cykelindexet
for den dihedrala gruppen D,, av rotationer och reflektioner av ett regelbundet polygon med n
horn ar

(DN, (B15t2s - t) = —Zap(d)tf +971, 2

itit,? ifall n dr udda,

. {lt§ = t%tﬁfl, ifall n 4r jimn,
n—1
2

didr (d) dr antalet heltal j mellan 0 och d—1 sa att [j], har en invers i Z/dZ dvs. sgd (j,d) = 1.
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Losning: Om vi har 4 vita och 3 svarta parlor sa har vi sammanlagt 7 parlor och thslbaéd
som hor till samma bana under verkan av dihedrala gruppen D7 kan anses vara lika. Nu dr 7
ett primtal sd att de enda positiva heltal som delar det &r 1 and 7. Nu 4r ocksd ¢(1) = 1 och
©(7) = 6. Dérfor dr cykelindexet av denhér gruppens verkan pa en 7-horning

1 1 .

77 (H+6-11) + St
Nu far vi den genererande funktionen for fargningen med vita och svarta parlor genom att ersitta
t; med v/ 4 s7. Vi far foljande uttryck:

1 7 7.7 1 2, .2)3
ﬁ((v—i—s) +6(v +S))+§(U+3)(U +57)°



I dethiir uttrycket skall vi bestimma koefficienten for v*s3 och den visar sig vara

540+




