Mat-1.422 Matematiikan peruskurssi S2, kevit 2002 Hognis
Demonstraatioharjoitukset, era 1

Téssd ensimmaéinen erd ratkaisuja demonstraatiotehtéviin. (Kuvat ovat melko
heikkolaatuisia ja ainoastaan "kvalitatiivisia".)

Demonstraatioharjoitus 1, pe 17.1

oo

1. [Ad4 9.1 / 11] Tutki onko lukujono {n cos (%)}

n=0

(a) ylhaalta tai alhaalta rajoitettu
(b) positiivinen tai negatiivinen
) kasvava, vihenevi tai alternoiva
)

(c

(d) suppeneva, hajaantuva, tai rajatta kasvava tai viheneva.

Ratkaisu. Jono on siis muotoa {a,}52,, missi

(7)
a, =ncos|(—|).
2

Koska
1, josn =4k

cos (%) =< —1, josn=4k+2 ,
0, josn=4k+1tain=4k+3

missd k on kokonaisluku, péitee

{ncos <T>}°° —{0,0,-2,0,4,-6,0,8, 10,12, —14,16, ...}

2 n=0

(a) Olkoon n = 4k, missd k € N. Talloin a,, = 4k cos 2km = 4k, joten
jono ei ole ylhdaltd rajoitettu (kaikilla M on olemassa k siten ettd
4k > M, joten on olemassa n siten ettd a, > M).

Jos taas n = 4k + 2 saadaan a,, = (4k+2) cos(2k+ 1) = —(4k+2), eli
jono ei myoskain ole alhaalta rajoitettu (silld kaikilla m on olemassa k
siten ettd —(4k + 2) < m, joten on olemassa n siten etti a, < m.



Jono ei siis ole ylhaélta eikd alhaalta rajoitettu.

(b) Ndimme (a)-tapauksessa, etté jonolla on seké positiivisia ettd negati-
ivisia alkioita, joten se ei voi olla negatiivinen eiki positiivinen.

(c) Koska agry1 = 0, agrio = —(4k +2) < 0 ja aqpr3 = 0 jono ei voi
olla vihenevi eiké kasvava (edes suurilla indekseilld n).

Koska aq, = 4k > 0, a1 = 0 ja agpro > 0 se el mydskiddn ole
alternoiva (edes suurilla indekseilli).

(d) Koska jono ei ole rajoitettu, se ei suppene, eli se on hajaantuva. Se
ei myoskian kasva rajatta oo:een tai —oo:een, silla mielivaltaisen isoilla
indekseilla n = 4k + 1 on a,, = 0.

. [Ad4 9.1 / 30] Olkoon a; =1 ja a1 = 1+ 2a,, kunn =1,2,3,...
Néyté, ettd jono {a,}>2; on kasvava ja ylhailtda rajoitettu. Paittele,
ettd jono suppenee ja etsi sen raja-arvo. (Vihje: Osoita, ettd a, < 3
jokaisella n.)

Ratkaisu. Todistetaan induktiolla, ettd jokaisella positiivisella kokon-
aisluvulla n péitee

(i) an < apyr

(i) a, < 3.

Ensinnékin on selvi, ettd molemmat viitteet patevit kun n =1 (a3 =
1< \/g == ag).

Induktio-oletus on nyt, etta viitteet patevit tietylla n, ja pitdé todistaa,
ettd ne pateviat myos luvulla n + 1.

(): Pitdd todistaa, ettd any1 < ani2, S0. V1+2a, < /14 2a,41.
Mutta viimeinen epdyhtilo on tosi, silld induktio-oletuksen mukaan
Ap < Apy1.

(ii): Pitda todistaa, ettd a,1 < 3, so. v/1+ 2a, < 3 eli toisin sanoen
142a, < 9. Mutta viimeinen epéyhtélo on varmasti tosi, silld induktio-
oletuksen mukaan 1+ 2a, <1+2-3=7.

Olemme néin ollen todistaneet molemmat viitteet. Jono on siis kasvava
ja ylhadlta rajoitettu, eli se suppenee (ja liséksi raja-arvo < 3).

Olkoon a jonon raja-arvo. Siispé,

a= lim a, = lim a,,; = lim v1+ 2a, = V1 + 2a,

n—o0o



missé viimeinen yhtal6 seuraa siité, ettd /1 + 2x on jatkuva x:n funk-

tio. Siispd a = v/1 + 2a, eli
a>—2a—1=0,

josta saamme a = 1 4+ /2. Koska jono on aidosti kasvava pitee a >
a; = 1, ja voimme hyldtd negatiivisen neliGjuuren. Padttelemme néin
ollen, etta

limanzl—f—ﬁ.

n—oo

Huomautus. Koska {a,, }2° ; on aidosti kasvava, pitee 1 < a,, < v/1 + 2a,,
joten a? < 2a,+1, eli (a, —1)? < 2. Niin ollen 1 < a,, < 14+/2 seuraa
siiti, ettd jono on aidosti kasvava (ja tietenkin 1 + /2 < 3).

Muutama sana matemaattisesta induktiosta

Olkoon P(n) joku matemaattinen véite (n = 0,1,2,...). Viite todiste-
taan matemaattisella induktiolla seuraavasti.

I. Osoitetaan ensin, ettd P(0) on tosi.
II. Osoitetaan seuraavaksi, ettd kaikilla n = 0,1, 2, ... pitee

jos P(n) on tosi (induktio-oletus), niin on myos P(n + 1) tosi, ts.
P(n) = P(n+1).

Jos I ja IT onnistuvat, niin viite on tosi kaikillan = 0, 1,2, .. .. Tietenkin
voidaan nollan sijasta aloittaa ykkosestd, eli todistetaan I:ssé, ettd P(1)
on tosi, ja IT:ssa ettd P(n) = P(n+1) kunn = 1,2,3,..., jolloin koko
todistus osoittaisi, ettd P(n) on tosi kaikilla n € N = {1,2,4,...} (N
on posiitiivisten kokonaislukujen eli nk luonnollisten lukujen joukko)

Seuraava induktiotodistuksen muunnelma on usein kiyttokelpoinen.
I. Osoitetaan ensin, ettd P(0) on tosi.
I1. Osoitetaan seuraavaksi, ettd kaikilla n = 1,2, 3, ... pitee

jos P(k) on tosi jokaisella k& < n (induktio-oletus), niin on myés P(n)
tosi.

Induktiotodistuksen pitdvyys on muuten ekvivalentti seuraavan trivi-
aalilta vaikuttavan kokonaislukujen ominaisuuden kanssa:

Jokaisella ei-tyhjéilld joukolla, jonka kaikki alkiot ovat ei-negatiivisia
kokonaislukuja, on pienin alkio.



3. [Ad4 9.2 / 12| Etsi padttyméttoméan sarjan

i - + ! + ! +
~ (2n—1) 2n+1)_1><3 3x5 5x7
summa, jos se suppenee.

1

oD@t voidaan jakaa osamurtolukui-

Ratkaisu. Sarjan termi a, =
hin asettammalla

1 A N B
2n—1)2n+1) 2n—1 2n+1
kaikilla n € N. Siispé
1 A@Rn+1)+B2n—-1) (2(A+B)n+(A-DB)
2n—-1D2n+1)  2n-1D@2n+1) (2n-1D2n+1)
Tésté seuraa, ettd 2(A + B)n + (B — A) = 1 kaikilla n. Saadaan
24 +2B = 0
A —-B =1~

Taméan systeemin ratkaisu on A = %, B = —%, joten

1

2 —_—
2n—1 2n+1

1 1
f on—1 2n+1

N

a, =
Osasummalle sy saadaan siis

1
< (2n—1)(2n +1)

SR

+(2(N—1)—1 2(N—1)+1)+<2N1—1_2N1+1)}

Mz

3
Il

Taten limy_oo Sy = %, eli

2. 2n —1) 2n+1):§

n=1



4. [Ad4 9.2 / 10] Kuten edellisessé tehtdvissi sarjalle >~ | ?{f;
Ratkaisu. Patee

= 3
Z;Sn—i—Q =

[~
VR
W
N——
3
_l’_
—
Il
[~
Q|
VR
W
N———
3
Il
NN e
—_
| | =
Il
| —

1
n=1 m=0 3
seka
=, on “1/2\" =2 /2\" 2 1 2
>oe=233) -X2(3) ~ar=->
n=1 n=1 m=0 3
(silld |3] < 1 ja 3] < 1). Saadaan
3+ X3 =2 1 2 7
; 3012 —;3n+2+;3n+2—g+§—5

(Palautetaan mieleen, etté jos Z a, = Aja Z b, = B, niin Z (vay, +
n=1 n=1
Bb,) = aA+ (B kaikilla « ﬁER)

o0

5. |Ad4 9.3 / 13|Tutki, suppeneeko sarja e
[ / ] TLX::gnlnn\/lnlnn
Ratkaisu. Funktio f(z) = m on positiivinen, jatkuva ja (ai-

dosti) vihenevd kun > 3 (huomaa, ettd Inlnz > Inlne =Inl1 =0
kun z > e ~ 2,7). Sarja hajaantuu siis co:een jos integraali

e 1
—dx
/3 zlnzvInlnz

hajaantuu oco:een ja suppenee jos tdmaé integraali suppenee. Kayttamal-
14 substituutiota u = In z saadaan " du = dx/z", jolloin

du.
/3 xlnxvlnlnx Lgu Inu

Uusi substituutio v = Inw, jolloin " dv = du/u", antaa néin ollen

/3 mlnm\/lnlnx Aln:?, \/_



L= 1LY2—1(Inln3)"/% —

Viimeinen integraali hajaantuu (silla [%vl/g}lnhﬁ =

oo kun L — o0.

Integraalitesti. Jos a, = f(n), missd f on positiivinen, jatkuva ja
viheneva (kirjassa "nonincreasing") funktio jollain valilla [N, 0o) (missi

N on positiivinen kokonaisluku), niin sarja mzﬁy a, ja integraali 70 f(x)dx
joko molemmat suppenevat tai molemmat 7ilzaljaauntuvat oo:een]Y
oo
6. [Ad4 9.3 / 35] Osoita integraalitestin avulla, ettd sarja Hﬁ suppe-
nee, ja ettd sen summa on pienempi kuin 7/2. Osoita ?;tlegraalitestin
avulla, ettd sarja i Hﬁ suppenee, ja etta sen summa on pienempi
kuin 7/2. "~

Ratkaisu. Saadaan

St [ = fcton = ]
= |arctan x = —
“l+n? o Jy 14a? 2

(Piirrd kuva!)

Demonstraatioharjoitus 2, pe 25.1.02

1. |[Ad4 9.4 / 5] Tutki suppeneeko sarja > % itseisesti tai ehdol-
n=0

lisesti vai hajaantuuko se.

Ratkaisu. Lasketaan sarjan termien itseisarvojen raja-arvo

—1)"(n? -1 —1"1 - & 1-4% 1-0
T G iDLl i 2l oy n? =
n—o0 n?+1 n—oo |14 5| n—ool+ -5 140

(e.]
Toisaalta tieddmme, ettd suppenevalle sarjalle > a, pitee lim a, =0,
n—oo

n=0
O n —_— . .o .
jolloin lim |a —n| = 0. Tehtévén sarja > % ei siis suppene, eli
n—oo n=0

se hajaantuu.



Huomautus. Sarja on alternoiva kun n > 2, mutta termien itseisarvot
eivit suppene monotonisesti 0:aan. Toisaalta sarja termit a, voidaan
kirjoittaa

2
= —1)" -1 n—l—‘
an = (1) + (1)
Sarja > (—1)"‘1HZ,LJrl suppenee ddrelliseen summaan s, silld se on al-
n=0

ternoiva ja HQLH suppenee monotonisesti nollaan kun n — oo. Sarjan

> (—1)™ osasummat sitévasoin ovat vuorotellen 1 ja -1. Tésté seuraa,
n=0
ettd alkuperisen sarjan osasummat ss, konvergoivat raja-arvoon s+ 1,

kun taas osasummat so, 1 konvergoivat raja-arvoon s — 1. Sarja ei siis
hajaannu oco:een tai —oo:een.

. |Ad4 12.1 / 26] Hahmottele funktion f(z,y) = , /i — 22 tasa-arvokéyrié.

Ratkaisu. Toteamme ensin, ettd on kyse ei-negatiivisesta reaaliarvoises-
ta funktiosta, joka on méiritelty kun %—xQ > 0, so. kun % > 22. Koska
2?2 > 0 tdytyy siis y > 0jay < x% Toisaalta ndméa kaksi epayhtaloa
.1 e 1

takaa, ettd 5 — 2% > 0. Siispd D(f) = {(z,y) e R* |0 <y > }.

Funktion tasa-arvokéyrien yhtalot ovat muotoa f(z,y) = C, missia C on
(reaaliarvoinen) vakio. Nahd&én heti, ettd vakion C ollessa negatiivinen
on {(z,y) € R?| ,/i — 22 = C} ={}, eli kiiyrd on tyhja joukko. Kun

C > 0 saadaan
1 1
-——2=C&y=——s0b,
y Y=z + C?

eli tasa-arvokdyran f(z,y) = C yhtélo voidaan kirjoittaa

1
y_:z:2+C’2’

missa © € R jos C > 0, jax € R\ {0} jos C = 0. Alla on piirretty
tasa-arvokarit C:n arvoilla 0.5, 1 ja 2.
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3. [Ad4 12.2 / 3] Laske raja-arvo ( l)irr%O 0 # mikili se on olemassa.
x7y - k)

Perustele.
Ratkaisu. Olkoon f(x,y) = % On selvi, ettd D(f) = {(z,y) €

R? | y # 0}. Tarkastellaan funktion kiyttdytymistd kun (z,y) — (0,0)
pitkin kiyrdd y = 2® (onhan lim 2® = 0!). Pitee

x—0

1 3 {oo,ifyc—>0+

3 — —
floa®) = 242 = 20 i e — 0—

Kysytty raja-arvo ei siis ole olemassa.

. |[Ad4 12.2 / 14| Tarkastellaan funktiota f(z,y) = % (x # y). Maarit-
tele funktion arvot viivalla = y, s.e. funktiosta tulee jatkuva R%:ssa.
Ratkaisu. Timeisesti D(f) = {(z,y) € R?* | z # y}. Koska seki osoit-

tajan ettd nimittdjin polynomilla on nollakohta kun x = y, voidaan
suorittaa jakolasku (tee se!), ja tulos on polynomi,

23— P
=P tay+yt (x#y).
r—y
Tésta seuraa, etta
. z® —y? _ : 2 2 _ 2 2
lim = lim z°4+2y+y =a" +ab+b".
(mvy)‘}(avb) T — y (x,y)ﬂ(a,b)

Jos siis méédritellddn f(z,z) = 322, tulee f jatkuvaksi kaikkialla tasossa
R? ja f(x,y) = 22 + 2y + v* kaikilla (z,y) € R

8



Muistathan jatkuvuuden méaritelmén: Funktio on jatkuva pisteessd a
jos f on médritelty amn ympéristossa ja lim = f(a).
X—a

Huomautus. On selvi, ettd raja-arvon médritelmén vaatimus, ettd jokainen
pisteen (a,b) ympaéristo sisiltdd D(f):n pisteitd, toteutuu.

5. [Ad4 12.3 / 4] Méédrad funktion g(z,y, z) = ;7% (ensimméisen kertalu-

vun) osittaisderivaatat, ja laske niiden arvot pisteessa (1,1, 1).

Ratkaisu. Lasketaan esim. seuraavalla tavalla

(x z)—g i _i LA
B2 = 5 y+zf Or\y+z ) y+z

0 x 0
g2(£7yaz) - 8_y {y—l-yZ} - a—y{xy(y—i—Z)_l}

—e ()Y y) (g + 2) = —wa(y +2) 1

Ay
Iz
R
(= z)_ﬁ{ Y }_ (y +2)gz(a2) — w2 (y + 2)
Cax(ytz) -2 xy
R R R

(Osittaisderivaatathan lasketaan derivoimalla kyseisen muuttujan suh-
teen niin ettd muut muuttujat pidetdén vakioina.) Saadaan siis

(1,1,1) = !
g1{l, 1, _1+1
—1-1 1
1,1,1) = = —-
g2<a 7) (1+1)2 4
1-1 1
1,1,1) = = —.
g3<a 7) (1+1)2 4

6. [Ad4 12.3 / 34] Laske pisteen (1, 1,0) etiisyys pyordhdysparaboloidista,
jonka yhtild on z = 22 + 2.



U
\
\\\\\\ =
N
A== 4
\}§§ 077 4

—

Kuva: Pyordhdysparaboloidi

Ratkaisu. Olkoon P = (1,1,0), ja olkoon @ = (X,Y,Z) ldhin piste
kyseiselli paraboloidilla (jolloin Z = X2 + Y?). Silloin jana P—Q on ko-
htisuora paraboloidia vastaan pisteessi @), eli P—Cj =(X-Di+ (Y -
1)j+ Zk on saman- tai vastakkaissuuntainen paraboloidin normaalivek-

—
torin n kanssa pisteessi (). Toisin sanoen P() = tn. Paraboloidin nor-
maalivektoriksi pisteessi (X, Y, Z) voimme ottaa

Siispd t(2Xi+2Yj—k) = (X —1)i+ (Y —1)j+ Zk, eli komponenteittain

X —-1=2tX
Y —1=2tY
Z = —t

Laskemalla ensimmaisen ja toisen yhtdlon erotus, saamme X — Y =
260(X = Y), eli
(1-2t)(X =-Y)=0.

Téastd seuraa, ettd X =Y tait = % Toinen vaihtoehto ei kuitenkaan ole
mahdollinen, silld silloin Z = —t = —1 < 0, ja toisaalta Z = X?+Y? >
0. Siispd X =Y jat = —Z = —2X? jolloin X —1 = —2(X?+ X?)X =
—4X3, eli

41X+ X —1=0.

Kokeilemalla ndhdaan, ettd X = % on yksi ratkaisu. Sitten suorite-

taan jakolasku %. Tulos on 4X? + 2X + 2. Talld toisen asteen
2

10



polynomilla ei ole reaalisia nollakohtia (totea), joten olemme l6ytéineet
yvksikisitteisen ratkaisun X =1, Y =X =2, 7 = X2+ Y? = 1 eli et-

. . /1 11 . —>__1._1. 1 .
sitty piste on Q@ = (3, 5, 5). Taten PQ = —5i—35j+ 5k. Pisteen (1,1,0)

ja paraboloidin z = x? + y? viillimatka on siis

PG =+ -1+ (52 = 3V

Demonstraatioharjoitus 3, pe 1.2.02

1. [Ad4 12.5 / 14] Olkoon sihkdkentdn voimakkuus E paikan (z,vy,2)
ja ajan t funktio, £ = f(z,y,z2,t). Etsi sihkokentéin voimakkuuden
muutosnopeus ajan suhteen kun mittalaite lilkkkuu avaruudessa pitkin
(ympyré)ruuvikierrettd x = sint, y = cost, z = t. (Funktio f oletetaan
kaikkialla differentioituvaksi.)

Ratkaisu. Hetkelld t on mittalaite siis pisteessi (z(t), y(t), z(t)), missé

x(t) = sint
y(t) = cost
z=1

jolloin se mittaa sdhkokentidn voimakkuudeksi

g(t) = f(z(t),y(t), z(t),t) = f(sint,cost,t,t).

Mittalaitteen mittaaman kentin voimakkuuden muutosnopeus on siis
g(t) = %. Tamé lasketaan ketjusidénnon avulla. Selkeyden takia kir-
joitetaan nyt f = f(x,y, 2, s), missd s = s(t) = t. Ketjusaénto voidaan
nyt kirjoittaa

%f(x(t),y(t), 2(t), 5(t))
miki tarkoittaa

g(t) = d%f(fff(t),y(t),Z(t), s(t)) = fi(x(t), y(t), 2(1), s(t))2'(t

_ofde 9jdy 05d= 0fds
COxdt  Oydt  Ozdt  Osdt’

11



Nyt 2/(t) = cost, 3/ (t) = —sint, 2/(t) = 1 ja §'(t) = 1, jolloin siis
g'(t) = fi(sint,cost,t,t)cost — fo(sint,cost,t,t)sint
+ f3(sint,cost, t,t) + fa(sint, cost,t,t).

. |Ad4 12.5 / 19] Lausu aggxﬂf‘ﬂv xy, —x?) funktion f osittaisderivaatto-
jen avulla, kun ndmé oletetaan jatkuviksi.

Ratkaisu. Sovelletaan ketjusddntod. Merkitdan f = f(u,v,w), u =
u(z,y) =y v=o(z,y) =2y, w=w(z,y) = —22 Silloin

0 0
5] W ry, —2%) = o= f(ulz, y), v(z,y), w(z,y))

_Ofou ofou  of ou
 Oudxr  Owdr  Ow Oz
0 0
_ 2 o Yo 2 _ 2
+ f3<y27 zy, _1‘2)%(_‘%‘2)
= yfoly?, 2y, —2%) — 2 fa(y*, vy, —2?).
Derivoimalla viimeinen lauseke y:n suhteen saadaan
0? 0

2 2 = 2 2y 2 .2
8y8xf(y y LY, =T ) ay (yf2(y y LY, —T ) 23:f3<y y LY, —T ))

0
= fo(y?, vy, —2*) + ya—yf2(y2, ry, —2°)

0
- 2xa_yf3(y27 LY, _xz)'

Derivaatat %fg(y2,my, —2?) ja a%fg(yz,a:y, —?) lasketaan ketjusiin-
non avulla

0 9 o O

a_yfz(y y LY, =T ) - a—yfi(u(m,y),v(x,y),w(:v,y))

_Ofiou 0fiov  ofiow
C OJudy  Ovdy Owdy

0 0
_r 2 2\ 7 (.2 ‘ 2 2\
- le(y y LY, —T )8y(y )+f22<y y LY, —T )ay(xy>
+fi3(y27xy7 _‘r2)§y(_$2)
= 2yf21 (y27$y7 _1’2) + wfiQ(?Jz?xy? _x2) (Z = 17 27 3)

12



Sijoittamalla edelliseen yhtaloon saadaan
0 2 2 2 2
mf(y ,xy, —x7) = fo(y", vy, —27)
+y(2yfar (v, vy, —2°) + 2 for(y?, 2y, —2%))
=202y fa(y®, vy, —2°) + x faa(y?, vy, —2%))
= fa(y? xy, —°)
+2y° fra(y?, vy, —2°) — 4y fia(y?, 2y, —2?)
+ay oy, oy, —*) — 22 fos (v°, 2y, —2*),
missé ollaan huomioitu, ettéd f;; = f;;. (Olisi tietysti ollut yhté korrektia
sailyttaa alkuperdiset fo1, f31 ja fs2 lopullisessa vastauksessa.)

. |Ad4 12.6 / 4] Etsi sopivaa linearisointia kéyttden likiarvo funktiolle

flz,y) = m pisteessé (2.1,1.8).

Linearisointi pisteessi (a, b) tarkoittaa, ettd etsitdén pinnan z = f(x,y)
tangenttitaso (a,b):ssi, ja korvataan f(x,y) tamén tangenttitason z-
koordinaatilla. Siis

fz,y) = L(z,y) == fla,b) + fi(a,b)(z — a) + fo(a, b)(y = b).

Nyt (z,y) = (2.1,1.8), joten on luonnollista valita (a,b) = (2,2), piste
joka on ldhelld (2.1, 1.8), ja jossa f(a,b), fi(a,b) ja fa(a,b) on helppo
laskea.

Lasketaan tarvittavat osittaisderivaatat.
—24(2z + y)
(22 + 2y + y?)?

0
filz,y) = —24(2® + zy + 1/2)’2%(962 +ay+y) =

ja symmetriaa hyvéksi kiyttden (f(x,y) = f(y,x))

—24(x + 2y)
(22 + 2y + y2)?’

) = - f(y.) = fily.x) = -

Saadaan siis

24 24
22 = — = — =
12.2) 22 42.2422 12
—24(2-2+2 —144
[ LA ) B L

(22+2-2+22)2 144
f2(2,2) = f1(2,2) = —1.

13



4. [Ad4 12.6 / 14] Maarad muunnoksen f(r,6) = (z,y) Jacobin matriisi,

missd © = rcosf ja y = rsinf. (Vaikka (r, ) voidaan katsoa napako-
ordinaateiksi, ne ovat myos karteesisia koordinaatteja omassa (r,6)-
tasossaan.)

Ratkaisu. Voidaan kirjoittaaa f(r,0) = (rcosf,rsinf). Funktio f ku-
vaa siis pisteen napakoordinaatit pisteen karteesisille koordinaateille.
Huomaa kuitenkin, ettd pari (r,6) on myos tavallinen karteesinen ko-
ordinaattipari.

Jacobin matriisin méaaritelméasti saadaan suoraan

DE(r,0) = ( %(TCOSH) g(rcgse) ) _ ( cos) —rsinf )

5. (rsinf) sinf  rcosf

. |[Ad4 12.7 / 12| Laske funktion f(z,y) = Tiy kasvunopeus pisteessd
(0,0) vektorin i — j suuntaan.

Ratkaisu. Pitdd siis madritd funktion f(z,y) = 1 suuntaderivaatta
A\

vektorin v = i — j suuntaan. Vastaava yksikkévektori on u = M =
1

75 (i —J). Suuntaderivaatta suuntaan u on

Dyuf(z,y) =ueVf(r,y).

o of . of 1
. . . —r .
Vf(x,y):(?—xl—i-&—y :1+yl+(1+y)2']
joten
V£(0,0) =i
ja
Duf(0,0) = —= (i—j)ei— ——ieit——jeiz—

V3 2 TR T

. |Ad4 12.7 / 17| Missd suunnissa funktion f(z,y) = xy kasvunopeus
pisteessd (2,0) on —1. Onko olemassa suuntia jossa se on —37 Enté
—27

Ratkaisu. Saadaan V f(x,y) = %i"‘ g—ij =yi+zjjaVf(2,0)=2j,
joten sen derivaatta pisteessd (2,0) yksikkovektorin u = wuji + usj

sunnassa on
Duf(270) = (ul i+ u?j) i 2j = 2uy.
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Siispa Dy f(2,0) = —1 jos ja vain jos uy = —1/2. Koska u on yk-
sikkovektori jolloin |ul*> = uf + u3, tdmi on mahdollista silloin kun

= /1 — (=1/2)? = +1/3/2. Funktion f(z,y) = % ~ suuntaderivaat-

ta plsteessa (2,0) on siis -1 suunnissa j:% i— §J.

On selvi, ettd —1 < uy < 1, joten —2 < D, f(2,0) = 2us < 2. Suun-
taderivaatta ei siis voi olla -3. Se on -2 kun uy = —2/2 = —1, jolloin
= +4/1 — (—1)2 = 0. Vastaava suunta on siis —j.

Vaihtoehtoinen menetelmd loppuosalle. Meilla on
Dyf(2,0) =ue2j=|ul|Vf(2,0)]| cosd = 2cosb

missi 6 on un ja V f(2,0) = 2 jm vélinen kulma. Siispa —2 < D, f(2,0) <
2. Suuntaderivaatta pisteessd (2,0) ei siis voi olla —3. Se on —2 kun
cosf) = —2/2 = —1, eli kun € = 7 (+2n7). Tdma tapahtuu siis jos u ja
Vf(2,0) = 2]j vélinen kulma on 7, eli 180°, siis kun u on vastakkaissu-
untainen V f(2,0):n kanssa.

Demonstraatioharjoitus 4, pe 8.2.02

Taméa dokumentti on vield kesken, mutta varsinkin kahden viimeisen tehtivan
ratkaisuista voisi olla hy6tyé viikon 7 kotitehtdvid laskettaessa.

1. [Ad4 12.8 / 1-2| Laske a) Z—z kun zy®+zty =2 jab) g—gy” kun xy® = y— 2.
Milld muuttujien arvoilla kyseiset ratkaisut © = z(y) ja z = x(y, z) ovat
olemassa?

Ratkaisu. a) Yhtalo voidaan kirjoittaa muotoon F(z,y) = 0, mis-
si F(x,y) = zy® + 2ty — 2. Tamin funktion osittaisderivaatat ovat
jatkuvia, joten jos F'(xo,v0) ja Fi(xo,y0) # 0, niin x = z(y) ratkeaa
vhtalosta pisteen (xg, yo) ympéristossé, ja sen derivaatta on jatkuva. Se
voidaan laskea derivoimalla F ( ( ),y) = 0 (implisiittisesti). Saadaan
Fi(x, y) + Fy(z,y) =0, Josta = ?g ; Nyt Fi(z,y) = v+ 423y

ja Fy(x, y) = 3zy* + 2, joten

de  3ay*+a*
dy P +4a3y’
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Ehto Fi(zo,y0) # 0 voidaan kirjoittaa yg + 4z3ye # 0, eli yo # 0
ja y2 # —4xd. Jos siis yhtilo F(xg,y0) = 0 pitee ja edelli mainittu
ehto toteutuu, niin = voidaan ratkaista y:n funktiona tdméin pisteen
ympaéristossa, ratkaisu on jatkuvasti derivoituva, ja se vodaan laskea
ylla annetulla kaavalla.

(Ehdon Fi(z0,y0) # 0 geometrinen tulkinta on, ettei F':in tasa-arvokiyran
normaali ole y-akselin suuntainen, siis ettei tasa-arvokayrdan tangentti
ole z-akselin suuntainen.)

Huomautus. Haluaisimme tietdd, milla y:n arvoilla yhtilo F(z,y) =0
on ratkaisu z. Jos y = 0 on selvi, ettd F(z,y) = —2 # 0, eli ratkaisua
x ei ole. Olkoon siis yy # 0. Silloin F(z,yy) = 0 jos ja vain jos g(z) :=
ot 4+ zyd — y% = 0. On selvi, ettd g(x) — oo kun x — £o0o. Siispa g¢:1la
on minimi jollain x; jossa ¢'(z;) = 0. Funktiolla g on siis nollakohta
tésmilleen silloin kun timi minimin on < 0. Mutta ¢'(z) = 42°+y2 = 0
w0 \2/
2

talla z:n arvolla, ja minimi on g(x;) = —3 (%)8/3 — y% Nahdain, etta

g(z1) < 0, tdsmaélleen silloin kun yy > 0 tai —3 (%0)8/3 £—-12>0ja
Yo < 0, eli toisin sanoen kun yo > 0 tai yy < —33—311. Jos tdmé ehto on

voimassa 10ytyy siis xg jossa F'(zg,yo) = 0.

tasmaélleen silloin kun x = z; = —( . Minimi saavutetaan siis

Y1li saatu lisiehto y§ + 4zdyy # 0 tarkoittaa siis, ettd zo # w1, jol-
loin g(z1) # 0. Téasta lisivaatimuksesta seuraa, siis, ettd derivoituva
ratkaisu z = x(y) yhtildlle F(x,y) = 0 on olemassa pisteen y =
ymparistossi jos y~0 tai yg < —33—311.

b) Koska yhtildsséd zy® = y — 2 on kolme muuttujaa, piitelliin, et-
td, ainakin tietyissd tapauksissa, pitdisi olla mahdollista ratkaista yksi
néistd funktiona kahdesta muusta muuttujasta. Tassa pyydetddn laske-
maan g—z, eli tarkastellaan ratkaisua z = z(y, z).

Vaihtoehto 1. Huomataan, ettd jos y # 0 voidaan yhtdlo kirjoittaa
muotoon r = 1% — 1%, jolla on jatkuvat ensimmadisen kertaluvun osit-
o

taisderivaatat kun y # 0. Saadaan 5 = —y% + 2—i

Kun y = 0 I6ytyy ratkaisuja vain jos z = 0, jolloin kaikki x:t kelpaavat.
Mutta pisteen (y,z) = (0,0) ympéristostd 1oytyy pisteita (0, z) joissa
z # 0, ja joissa tarkasteltu yhtdlo ei siis ratkea milladn x. Ratkaisu
x = z(y,z) on siis olemassa pisteen (yo,z9) ympéristossi tasmélleen
silloin kun yo # 0, ja silloin sen osittaisderivaatat ovat jatkuvia.
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Vaihtoehto 2. Sovelletaan nyt kirjan /luentojen teoriaa. Olkoon F'(z,y, z) =
zy® — y + 2. Yhtilo josta ratkaistaan = = z(y, 2) on siis F(z,y, z) = 0.
Jos siis F'(zo,y0,20) = 0 ja Fi(xo,Y0,20) # 0, niin pisteen (yo, 20)
ymparistossi on funktio x = x(y, z) jolla F(z(y,2),y,2) = 0, xy =
x(Yo, 20). Témén funktion osittaisderivaatat ovat jatkuvia.

Derivaatta % voidaan laskea derivoimalla yhtdlo F(z(y,z),y,z) = 0

implisiittisesti. Saadaan Fi(z,y, z)g—z + Fy(x,y, 2), eli

or  Fy(z,y,z) 1-3zy’

a_y_ Fl(l',y,Z) yS

Jos tdhan sijoitetaan r = y% — y%, niahdain, ettd tulos on sama kuin

ensimmaéisessi ratkaisuvaihtoehdossa. Ehto Fi(z,y, z) # 0 tarkoittaa,
etti y3 # 0 so. y # 0, mikii on sekin sama kuin ensimmiisessi ratkais-
ussa. Geometrinen tulkinta tastd ehdosta on, ettd F:n tasa-arvopinnan
normaalivektori ei ole yz-tasossa, eli tasa-arvopinnalla ei ole x-akselin
suuntaista tangenttia. (Katso kirjaa jos et ymmérrd miksi meilld on
tallainen ehto.)

. |[Ad4 12.8 / 17] Osoita, ettd x, y ja z voidaan ratkaista wmn ja v:n
funktioina yhtaloista

ry? + zu + 02 =3
2324 2y — uv =2
Tu+yv —aryz=1

lahella pistetta Py, jossa (z,y, z,u,v) = (1,1,1,1,1). Laske (g—g)v pis-
teessd (u,v) = (1,1).

Ratkaisu. Ensinndkin todetaan, ettd muuttujia on viisi ja yhtaloita
kolme, joten 3 muuttujaa voidaan ratkaista 5 — 3 = 2 funktiona, edel-
lyttien, ettd tietyt ehdot toteutuvat. Tésséd valitaan u ja v riippumat-
tomiksi muuttujiksi, ja osoitetaan, ettd loytyy = = z(u,v), y = y(u,v)
ja z = z(u,v) se. yhtdlot toteutuvat pisteen (u,v) = (1, 1) ympéristossa.

Maaritellaan

F(x,y,z,u,v) == 2y* + zu +v> — 3
G(z,y, z,u,v) =232+ 2y —uv — 2,
H(x,y,z,u,v) == zu+yv —aoyz — 1
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jolloin yhtalosysteemi voidaan kirjoittaa

F(x,y,z,u,v) =0
G(z,y,z,u,v) =0
H(z,y,z,u,v) =0

Ensinndkin on helppo todeta, ettd F, on yhtilosysteemin ratkaisu,
so. F(Py) = G(Fy) = H(P) = 0. Toiseksi F'n G:n ja H:n osittais-
derivaatat ovat jatkuvia. Lasketaan nyt

OF QF OF 2 2 u
AFRGH) | g g b |_| 5 54
G(x,y,z) Cg_if a_}ZI a_i{ u—Yyz v—TzZ —ITY
Siispa
oRG.H)| |} 2
ol —13 2 1
a(l‘ayaz) Py 00 —
= (—=1)(=1)%* ; ;‘:(—1)(1-2—3-2)24%0

Implisiittifunktiolauseen mukaan 16ytyy siis kolme funktiota z(u,v),
y(u,v) ja z(u,v) joilla

F(z(u,v),y(u,v), z(u,v), u,v)
G(z(u,v),y(u,v), z(u,v), u,v)
H(z(u,v),y(u,v), z(u,v), u,v)

N

0
0
0

pisteen (u,u) = (1, 1) ympéristossi. Naiden funktioiden osittaisderivaatat
u:n ja v:n suhteen ovat jatkuvia.

Lasketaan viela (%)v pisteessi (u,v) = (1,1). Kiytetddn kaavaa
O(F,G,H)
<%) _ o(z,u,z)
- 9(FG,H)
ln Saem

Nimittdjan olemme jo laskeneet. Osoittajalle saadaan

oF  OF 2

oOF  OoF OF z U
ANFGH) | Be B B |_| o 5
o(x,u, 2) g_l;f 8_1;1 8_15 u—yz xr —xY



josta

OFGH)| |y 1

A 3 -1 1

ANw,u,2) |p, 0 1 -1

11 11
_ _1)3+2 N 11343
S TS IEIE P
—24+4=6
Siispéa,
N/l wm=0n 2

3. [Ad4 12.8 / 19] Etsi dz/dy, kun F(z,y,z,w) =0, G(z,y,z,w) = 0 ja
H(z,y,z,w) =0.

Ratkaisu. Nyt on nelji muuttujaa, ja kolme yhtalod, joten tietylld y:n
arvolla saadaan systeemi jossa on kolme yhtiléd ja kolme muuttujaa
x, z,w, joten ainakin tietyilld ehdoilla voidaan ratkaista nama kolme
muuttujaa. Toisin sanoen saadaan ndmé méarattyd y:n funktiona.

Jos annetut kolme yhtdlod toteutuvat pisteessia (o, yo, 20, wo), F:114,
G:114 ja H:lla on jatkuvat osittaisderivaatat tAméan pisteen ympéaristosséa
ja
J(F,G,H)
O(z, z,w)

niin 16ytyy = = z(y), z = 2(y) ja w = w(y) se. ettd yhtdlot F' = 0,
G = 0 ja H = 0 toteutuvat kun (z,y,z,w) = (z(y),y, 2(y), w(y))
pisteen yo ympéristossi. Funktiot x(y), z(y) ja w(y) ovat jatkuvasti
derivoituvia téssi ympéaristossd. Lisiksi € voidaan laskea seuraavan

70,

dy
kaavan avulla.

O(F,G,H)
de.  B(gzw)
dy ~ EGH)’

O(z,z,w)

(Funktioiden z(y) ja w(y) derivaatat lasketaan analogisilla kaavoilla.
Muista, ettd nimittdjan Jacobin determinantissa derivoidaan ratkaistavien
muuttujien z, z ja w suhteen, kun taas osoittajassa derivoitava muut-
tuja x korvataan muuttujalla y jonka suhteen derivoidaan.)
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4. [Ad4 12.9 / 5] Laske funktion f(z,y) = ¢**+v”* Taylorin kehitelmd pis-
teen (0,0) ympéristossa.

Ratkaisu. Téssa ei ole kiytannollista kayttdd kaavaa

ZZ DJDm 7£(0,0)z7y™,

mO]O

silli derivaattojen yleisen lausekkeen 16ytdminen on vaivalloista. Es-
imerkiksi

a 2 2 2 2
@—(ew ) = 2pe” Y
T
62 12+y2 x2+y2 2 $2+y2
— (e ) = 2e + 4z7e :

0x?

Seuraava menetelmi on yksinkertaisempi: Kirjoitetaan t = 2 + 32,
jolloin

z24+y? _ et — lt
|
0 n:
Nyt
n n - n n— - n n
" = (332 +y2) — (k) (I,Q)k(yZ) k _ (k> 2ky2 2k’

joten saadaan

n

) 1 n n 00
2,2 —
ev +y* €t — i 2k: 2n 2k kaan 2]67
2 k =2 Kl(n— k)!

n=0 k=0 n=0 k=0
11 1 /n 1 n! _ 1
silla m(k) = WEn—R) Kkl
5. [Ad4 12.9 / 12| Laske funktion f(z,y) = 1 J;giyél Taylorin polynomi

astetta 2 pisteen (0,0) ympéaristossi.

Ratkaisu. Funktion f Taylorin polynomi astetta n pisteen (0,0) ym-
paristossa on

ZZ DﬂDm TF(0,0)z7y™

mOJO
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missd D; = a% and Dy = a%' Kun n = 2 saadaan
1
PQ(xv y) = f(07 0) + le(ov 0)$ + D2(07 O)y + §D%f(07 O)xQ
1

Ensinnékin f(0,0) = % = 1. Lasketaan derivaatat.

of 1-(1+2+y")—22(1+2) 1-2z—2"+y"
or (1+ 224 y*)2 - (14 22+ y*)2

ja
of  —4(1+xz)y?
oy~ T+ 4 7
0) =1ja Dyf(0,0) = 0. Lasketaan edelleen
2f 0 (1—-2z—2*+9y
0a?  Ox ( (1422 +y*)? )
(=2 —22)(1+ 22+ y")? = 22(1 + 22 + y*)(1 — 22 — 22 + o)
(1422 +y*)
_ —2—dx+ 222 — 2yt — day?
(1422 +y4)3
f 0 ([ —4(1+a)y
dxdy Oz ((1 + 22 + y4)2)
(—4y°)(1+ 22 +y*)* — 20(1 + 22 + y*) (—4(1 + 2)y°)
(1422 +y*)*
492 (—1+ 2z + 2% — o)
(1+ 22 + y*)3

0 f 0 [ 41+ z)y?
o2y ((1+952 +y4)2>
_ 120+ )y (1 + 2 +y")? — 4y’ (1 + 2 + y") (41 + 2)y°)
B (1+ 22 +y*)?
4(1 + 2)y*(—3 — 322 + 4y*)
(1+22+y*)3

)

Y
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josta D?f(0,0) = —2, D1 Dy f(0,0) = D2f(0,0) = 0. Siispi

Py(z,y) =1+z —2°

Vaihtoehtoinen menetelmd. Voidaan laskea

) = (14 2) Ty = (1) S+ )"

Tissi (~(a +99)" = (<1 £ @) = (21 E aty,

k=0 k=0
joten saadaan
flay) =) (=1)"(1+2) ) ay*
n=0 k=0

Kun tésta kerdtddn termit astetta < 2, saadaan taas Pa(z,y) = 1+ —

22,

. [Ad4 12.9 / 14] Osoita, etti yhtalolld /1 + 2y =1+ z + In(1 +y) on
ratkaisu muotoa y = f(x) pisteen x = 0 ympéristossi, missa f(0) =
0. Maaraa funktion f Maclaurinin sarjan ensimmaiset kolme nollasta
poikkeavaa termia.

Ratkaisu. Maaritellaan

F(z,y) =+v14+2zy—1—2—1In(l+y).

Annettu yhtdlo voidaan siis kirjoittaa F'(x,y) = 0. Nahddan heti, etta
F(0,0) = 0. Todetaan myos, ettd F:1l4 on jatkuvat osittaisderivaatat
kan y > —1 ja xzy > —1, eli erityisesti jossain pisteen (0,0) ym-
péristossi. Lisdksi huomataan, etta Fo(x,y) = ﬁ—ﬁ ja F»(0,0) =
—1 # 0. Siten y = f(x) voidaan ratkaista ehdosta F(z,y) = 0 pisteen
(0,0) ympéristossa, se. f(0) =0 ja f on jatkuvasti derivoituva.

Saadaan
f(x) = =Fi(z, f(2)/Fa(z, f(2)).

Koska F':n osittaisderivaatat ovat olemassa pisteen (0,0) ympéristossi
nahdéén helposti, ettd f’ voidaan derivoida, ja f” voidaan kirjoit-
taa F:n osittaisderivaattojen avulla. Jatkamalla ndin, ndhdaéin, ettd
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f:114 on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteen x = 0 ympéristossa.
Voidaan siis muodostaa tdmén funktion Maclaurinin sarja (so. Tay-
lorin kehitelmé pisteessd x = 0), ja sarjan summa on itse funktio pis-
teen x = 0 ympéristossia. Koska f(0) = 0, on siis olemassa vakioita
ai, as, . . ., siten etta

y=f(z) = a1z + apr® +asx® + ...

kaikille x jossain pisteen x = 0 ympéristossi. Sijoitetaan tdmai sarja
y:n paikalle yhtaloon /1 + xy = 1+ 2z + In(1+ y) ja kiytetaan hyviksi
seuraavia standardikehitelmié

1 1 1-3
Vitt=1+-t— 12 3 —
+ + 2" 2.4 + 2.4-6

2 ¢t
In(l+4¢) =t — — 4+ — — — + ...
n(l+1t) 2+3 4+

jotka patevit tarpeeksi pienilld argumenteilla ¢. Saadaan siis

11,
\/1—|—xy:1—|—§xy—§(xy) +...

1
=1+ =2*(ay + agx + aza* +...)

2
1
—§x4(a1+a2x—|—a3x2+...)2+...
2
S e i B _a .
+2x+2x+(2 8)at+
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seka

1—|—x+ln(1+y):1+x+a1x+a2x2+a3x3+a4x4+...

1 1
- éxz(al + apx + azz® +...)% + 5953(@1 + a9 + . ..
1
—Z—L:E4(a1+a2x—|—...)4—|—...
=1+ (a1 + Dz + ag2® + azz® + agx?
1
- 51’2(@% + 2a1a07 + (a2 + 2a,a3)2* + .. )
1 1
+ §x3(ai’ + 3ajagr +...) — 1:104(@‘11 +..)+...
ai, , ai, s
=14+ (a1 + Dz + (az — g)x + (a3 — ajas + g)x
1 4
+(a4—§a§+afa2—%)x4+...

Naissd Maclaurinin kehitelmissi on otetu mukaan termit astetta < 4.
Koska kehitelmit yhtyvit pisteen x = 0 ympéristossi, ovat x*:n ker-

toimet samat molemmissa kehitelmissd £ = 1,2,.... Saadaan seraava
yhtaléryhma
0= a; + 1
2 2
I _ 4
y — a2 5
a
72 = a23 — a10a9 + 3
ag 9 _ 1,2, 2, @i
5 3 = Q4 — 505 +ajaz — 5
Saadaan
a1 = —1
a1 af
a9 = 53 + )
az af )
as = a1a9 —

jonka ratkaisu on

al——l
(12:0
ag—%?
a4:ﬂ

Funktion f Maclaurinin kehitelmén ensimmaéiset kolme nollasta poikkeavaa

. ee L 3 4
termia ovat siten Py(x,y) = —x + T+ %-
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-0.67

-0.8-

Kuva: Implisiittisesti mééritelty funktio y = y(x)

Demonstraatioharjoitus 5, pe 15.2

2 4 2 — y kriittiset

1. [Ad4 13.1 / 5] Etsi ja luokittele funktion f(z,y) =
pisteet.

Ratkaisu. Ensinnakin on selvé, ettd funktio on méaéritelty kun = # 0 ja
y # 0, eli D(f) = {(z,y) € R* |z # 0 jay # 0}.

Kun z # 0 ja y # 0, saadaan fi(z,y) = i - 1% ja folz,y) = =% — 1,
joten kriittiset pisteet ratkaistaan yhtalosysteemista

Ensimmiisests yhtilostd saadaan y = x2/8, ja sijoitus toiseen antaa
—64/2% = 1, eli z = —64'/3 = —4 ja y = 2. On siis olemassa yksi
kriittinen piste (z,y) = (—4, 2).

Lasketaan toisen kertaluvun derivaatat pisteessa (—4,2). Nyt fi1(z,y) =
16/1‘3, fl?(x7y> = _1/y2 ja f22(x7y) = 25L‘/y3, joten

A= fu(-42)= —
B = f15(—4,2) = —i

C=fn(-4,2)=-1
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Siispd A < 0 ja B> = 1/16 < 1/4 = AC, joten piste (—4,2) on
lokaali maksimipiste. Piste ei kuitenkaan ole globaali maksimipiste, sil-
i f(z,1) =2+2—-1— oo kun  — 0+ (ja f(z,1) — —oo kun
x — 0—, joten globaalia minimié ei myoskian ole.

. [Ad4 13.1 / 18] Etsi funktion f(z,y) = z/(1 + 2% + y*) maksimi- ja
minimiarvot.

Kuva: Pinta z = f(z,y) = /(1 + 2% + y?)

Ratkaisu. Ensin todetaan, ettd funktiolla ei ole singulaarisia pisteité,
silld sen osittaisderivaatat ovat kaikkialla jatkuvia, jolloin se on kaikkial-
la differentioituva.

Nihdéin, ettd kun 22 + y* — oo, niin f(z,y) — 0, silld

|| Vi +y?r o 1

F(a,y)] = < - — 0 kun #*y? — oo,

—1+x2+y2_ x2~|—y2 \/m

Toisaalta esimerkiksi f(+1,0) = £1/2. On siis olemassa R > 0 siten
etta —i < flzy) < i kun 22 + y? > R2. Funktiolla on siis maksimi-
ja minimipiste. Nama maksimit ja minimit ovat my6s lokaaleja &éri-
arvopisteita ja taten kriittisa pisteita, silla singulaarisia pisteité ei ole.
Téastd seuraa, ettd saa suurimman ja pienimmaéan arvonsa kriittisissi
pisteissid. Maaratadn siis funktion kriittiset pisteet. Pétee

fi(ey) 1-(1+24y%) —2z-x 1—a2%+y?
X = =
1\Z, Yy (1+$2+y2)2 (1+x2+y2)2
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ja

—2xy
fo(z,y) = 0t 2407

Kriittiset pisteet saadaan asettamalla fi(z,y) = fa(z,y) = 0, josta
yhtalot

yP—22+1=0
xzy =10

Toinen yhtéalo toteutuu jos x = 0 tai y = 0. Vaihtoehto z = 0 hylataan,
silld jos se sijoitetaan ensimméiseen yhtiloon saadaan y? = —1, milld
ei ole reaalisia ratkaisuja y. Siispd y = 0, ja sijoittamalla ensimmaiseen
yhtéloon saadaan x = +1.

Kriittiset pisteet ovat siis (1,0) ja (—1,0). Funktion arvot néissi ovat
f(1,0) = 3 ja f(—1,0) = —3. Funktion suurin arvo on siis f(1,0) = 3
ja funktion pienin arvo f(—1,0) = —3.

Mielenkiinnon vuoksi voisi vield tarkistaa, mitd toisen kertaluvun de-
riivaatat kertovat ylla saatujen kriittisten pisteiden laadusta. Saadaan
ensinnakin

—2z(1+ 22 +9*)? —dz(1 + 22 + v*) (1 + y* — 2?)

fll(gjay): (1+x2+y2)4

B 223 — 6zy? — 62

(1224 y?)3
fo(ay) = —2H0H 2? +y°)? — dx(l+ 2% + y*) (—2uy)

’ (1422 +y2)*
_ —293 + 622y — 2y
(1422 +92)3

foly) = 22U H Y — YL+ a4 )14y — 2

(1 + xr2 + y2)4
—223 — 4y + 42’y — 20y — 20 — 4y
(1422 +92)3

Y
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josta pisteen (1,0) tapauksessa

4 1
A= f11(170) = —g = —5
B = f12(1,0) =0

4 1
C = [2(1,0) = s o

Koska A < 0ja B? =0 < i = AC, paatelldén, ettd piste (1,0) on

lokaali maksimipiste, kuten pitadkin.

Pisteen (—1,0) tapauksessa lasketaan

A= fu(-1,0)= g = 1
B = fi2(=1,0) =0
O = ful-1,0)= s =

jolloin A > 0jaB?=0< %1 = AC. Tasta paatellddn, ettd piste (—1,0)
on lokaali minimipiste, joka on odotettu tulos.

. |[Ad4 13.2 / 4] Etsi funktion f(z,y) = « + 2y maksimi- ja minimiarvot
kiekolla 22 + 2 < 1.

Ratkaisu. Funktio f(x,y) = x + 2y jatkuva, ja alue 22 +y* < 1 on sul-
jettu ja rajoitettu, joten funktiolla on téssid alueessa maksimi ja mini-
mi. Funktiolla ei ole singulaarisia pisteitin alueessa z* + y* < 1 (eiki
muuallakaan), joten ddriarvot se saavuttaa kriittisessd pisteissa tai re-
unalla 22 + y? = 1. Huomataan kuitenkin heti, ettei kriittisii pisteiti
ole, silla fi =1 # 0 ja fo = 2 # 0. Funktio saavuttaa siis suurimman
ja pienimmin arvonsa alueessa x? + y? < 1 sen reunalla 22 + ¢y = 1
(=yksikkdympyri). Parametrisoidaan tdmé ympyra:

{;g;:ﬂ (0 <t<2m).

Saadaan g(t) = f(cost,sint) = cost + 2sint. TAméa on jatkuva t:n
funktio, joten silld on maksimi ja minimi. Koska sill4 ei ole singulaarisia
pisteitd, ja koska se on jaksollinen se saavuttaa dariarvonsa kriittisissa
pisteissd. Saadaan ¢'(t) = —sint + 2cost, joten ¢'(t) = 0 < tant = 2.
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Kriittisissd pisteisséd pitee siis £ = 2, ja kun 2 + 3* = 1 saadaan

502 = 1, eli ¥ = +1//5, ja tistd y = +2/v/5 (sama etumerkki kuin
x:114). Tésté seuraa, etti f(\/ig, \/lg) = /5 on funktion f(z,y) =z + 2y

maksimi ja f(—\/Lg, —\/lg) = —+/5 funktion minimi kiekolla 22 +y? < 1.

. |Ad4 13.2 / 10] Etsi funktion f(z,y) = % suurin ja pienin arvo
ylemmasséa puolitasossa y > 0.

Kuva: Pinta z = f(z,y) = %

Ratkaisu. Koska

=yl el

2 2
T+a?2+y? ~ a2 +y2 2?2+ y? O kgt oo

pétee siis f(z,y) — 0 kun 2* + y? — co. Koska esimerkiksi f(1,0) = 3
ja f(=1,0) = —% on funktiolla minimi < —% ja maksimi > % alueessa
y > 0. ndmé se saavuttaa joko alueen sisdpisteessd, jolloin kyseinen
piste on kriittinen piste (singulaarisia pisteita ei ole!), tai reunalla y =

0.

Lasketaan ensin kriittiset pisteet. Saadaan

hie )_1~(1+x2+y2)—2x(x—y)_—x2+y2+2xy+l
nee (1+a2+ 42y IRCEEENTE

ja

—(+2*+y?) -2y —y) -2’ +y* -2y -1
(14 22 +92)2 (T 224 y?)?

f2(x7y> =

Y
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joten kriittiset pisteet ovat yhtaloryhman

— 22+ + 22y +1=0
—2?+y? —20y—1=0

ratkaisut. Lasketaan ndiden yhtdléiden summa ja erotus

—22%2 + 22 =0
4oy +2=0

Ensimmaisesté néistd saadaan y = £z. Vaihtoehto y = x on hylattava,
sillii jos se sijoitetaan toiseen, saadaan x* = 2, mika ei ole mahdollista.
Siispi y = —, miki yht#lon 4ry = —2 kanssa antaa x = +1/y/2 = —
Saadaan f(—\/ig, \%) = —*/75 = —\%. Piste (—\%, \%) el sen sijaan
kuulu alueeseen y > 0.

Tarkastellaan nyt funktion arvoja alueen reunalla y = 0. Tutkitaan siis
funktiota g(z) = f(x,0) = x/(1 + 2?). TAmi saavuttaa diriarvonsa
kriittisissé pisteissd (silld g(x) — 0 kun x — =+oo. Saadaan ¢'(z) =
fi(z,0) = (1 —2?)/(1 + 2?)?, joten ¢'(x) = 0 & x = +1. Niissi
pisteissi pitee g(1) = f(1,0) = 1 ja g(—=1) = f(-1,0) = —3

Funktion suurimmat ja pienimmét arvot alueessa y > 0 ovat siis joukos-
a {f(l,O) =1 f(-1,0)=—1, f(—3 7) = —L}. Suurin arvo on

V2
siis f(1,0) = 3 ja pienin f(— 7 %)

I %I

1
7
. [Ad4 13.3 / 2] Etsi pisteen (3,0) lyhin etiisyys parabeliin y = 22

a) palauttamalla ongelma sitomattomaksi yhden muuttujan dériarvo-
ongelmaksi,
b) kiyttamalla Lagrangen kertoimia.
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Kuva: Parabeli y = 22 ja piste (3,0)

Ratkaisu. P1taa siis minimoida p1steen (, y etalsyys plsteeseen (3,0),
kun y = 22. Tuo etilisyys on d(z,y) = +/(x — 3)2 +y2. Se saavuttaa
miniminsd samassa pisteessi kuin f(z,y) = d(x y) (z — 3)% + 2.

Ongelma voidaan siis muotoilla

Minimoi f(z,y) = (z — 3)? + y* kun y = 2°.
Ongelmalla on ratkaisu, silld 0 < f(z,y) = 2° + y*> — 62 + 9 — co kun

|z| — oo tai |y| — oo, f on jatkuva joten silld on minimi rajoitetulla
ja suljetulla osalla parabelia y = 22

a) Sijoitetaan y = 22 (x € R) funktioon f(z,y) = 2*+y*—6x+9, jolloin
saadaan h(z) = f(z,2%) = 2* + 2% — 62 + 9. Témi minimoidaan nyt
yli R:n. Koska h:lla on minimipiste ja silld ei ole singulaarisia pisteité,
on minimipiste kriittinen piste, eli ratkaistaan yhtalo

0="h(x) =42+ 22 — 6.

Néhdaan heti, ettd z = 1 on yksi ratkaisu. Suoritamme jakolaskun
% = 422 + 42 + 6, ja tilld ei ole reaalisia nollakohtia. Minimip-
isteen taytyy siis olla x = 1, ja f(1,1) = h(1) = 5 on siis etsityn
etiisyyden nelié. Pisteen (3,0) etiisyys parabeliin y = 22 on siis /5 ja
lahin piste on (1, 1).

b) Olkoon g(x,y) = x* — y, jolloin ehto y = z? voidaan kirjoittaa

g(x,y) = 0. Ongelma on siis muotoa
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Minimoi f(z,y) kun g(x,y) = 0.

Muodostetaan Lagrangen funktio

Lz, y, A) = f(z,y) + Mgz, y) = (x = 3)> + * + Ma® —y).

Koska f ja g ovat kaikkialla differentioituvia ja Vg(z,y) = 2zi—j # 0,
ongelman ratkaisu (joka on ylld todettu olevan olemassa) saavutetaan
L:n kriittisessd pisteessi. Ratkaistaan siis yhtilosysteemi

Ly(z,y,\) =21+ XNz —6=0
Lo(w,y,\) =2y —A=0
Ly(z,y,\) =2 —y =0

Saadaan kahdesta viimeisests yhtilosti A = 2y = 222, ja sijoittamalla
ensimmiiseen (1 + 22?)r — 3 = 0 eli 223 + x — 3 = 0. Tdméin olemme
jo ratkaisseet. Sen ainut reaalinen ratkaisu on x = 1, jolloin y = 0 ja
f(1,1) = 5, siis d(1,1) = v/5 on kysytty etisyys.

. [Ad4 13.3 / 12] Etsi funktion f(x,vy,2) = 2* + y* + 22 suurin ja pienin
arvo ellipsill, joka syntyy kartion 2% = 22+ 1? leikatessa tasoa r —2z =
3.

(A1
1
b

Kuva: Kartion ja tason leikkauskéyré
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Ratkaisu. Funktio f(z,y,2) = 2% + y*> + 2% on origon etiisyyden nelié
pisteeseen (z,y, z). Ongelmalla on ratkaisu, silla ellipsi on suljettu ja
rajoitettu joukko ja funktio f on jatkuva.

Vaihtoehto 1. Kiytetiin Lagrangen kertoimia. Olkoon g(z,y, z) = x®+
y? — 2% ja h(z,y,2) = v — 2z — 3, jolloin ongelma voidaan muotolla
seuraavasti

Minimoi ja maksimoi f(z,y, z) kun g(z,y,2) =0 ja h(z,y, z) = 0.
Funktiot f, g ja h ovat kaikkialla differentioituvia, ja

Vy(z,y,2)xVh(z,y,2) = (22i+2yj—22k)x (i—2k) = —4dy i+(4x+22) j—2yk,

joka on nolla vain jos ¢ = y = 2z = 0, miké ei ole mahdollista pinnalla
r — 2z — 3 = 0 eiké néin ollen ellipsilla joka muodostuu tdmén tason ja
kartion z? = 2% + y? leikkauksena. Muodostetaan Lagrangen funktio

L(z,y, 2, A\, ) = f(x,y,2) + Ag(x,y, 2) + ph(z,y, 2)
= (1+N2? + (1 + Ny + (1 = \)2® + pz — 2 — 3pz.

Y114 sanotusta péitelladn, ettd ddriarvot saavutetaan Lagrangen funk-
tion kriittisissi pisteessd. Ratkaistaan namaé.

(1+Nz+pu=0
Ly=2(1+Ay=0

(1-=XNz—2u=0
Li=a*+y*=22=0

Toisesta yhtélostd saadaan A\ = —1 tai y = 0. Vaihtoehto A = —1 on
hylattava, koska muuten ensimmaisestd, yhtalostd saataisiin p = 0 ja
kolmannesta siten z = 0, viidennestd x = 3 jollon kolmas yhtalo ei
ole tosi. Siispd y = 0. Silloin neljannestd yhtalostd saadaan z = +ux,
jolloin viides yhtalo antaa x = —3 = 2 tai x = 1 = —z. Vastaavat \-
ja p-arvot ovat A = —3, u = —12 sekd A = %,pJ = —%. On siis olemassa
kaksi kriittistd pistettd (—3,0,—3) ja (1,0,—1) (nyt ei vélitetd A:sta
ja u:sta), jolloin toisen tdytyy olla maksimipiste ja toisen minimipiste.
Koska f(—3,0,—3) =18 ja f(1,0,—1) = 2, on kysytty maksimi siis 18
ja minimi 2. (Ellipsin etéisin piste origosta on siis (—3,0, 3) ja etiisyys
3v/2, kun taas lihin piste on (1,0, —1), jonka etiisyys origosta on v/2.
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Vaihtoehto 2.

Voidaan eliminoida z:n ja y:n funktiosta f ehdon z? = 2% + 2 avulla.

Saadaan funktio F(z) = 22, jonka &iriarvot on etsittivi kun z? =
2?+y? ja x—22—3 = 0. Toisen ehdon avulla eliminoidaan ensimmiisesti
7 ja saadaan y? = —32% — 122 — 9. Ainut rajoitus z:lle on siis —322 —

122 —9 > 0, eli 22 + 42 + 3 < 0. Tami tapahtuu tidsmilleen kun
—3 <2z < —1, jolloin 2 < F(z) < 18.
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