Mat-1.3281 Analyysi I (Mitta ja integraali) Turunen
Harjoitus 11 (24.4.2006)

Seuraavassa kirjoitetaan L?(R") := LP(Agn ), missd Ag» on Lebesgue-mitta. Kun
v = (z;)"_; € R", merkitéin |z| := (37_, 23)!/2. Silloin z-keskinen r-siteinen
avoin kuula on B(z,r) := {y € R" : |z — y| < r} ja vastaava suljettu kuula
on joukko B(z,r) = {y € R" : |z — y| < r}. Joukon S C R" halkaisija on
diam(S) := sup, ,cg |7 — y|. Merkitiddn

1 "
d)\ 7 DI e d)\] -
]{B(x,r) 7143 /\Rn(B(as,r))/B(m’T) |f] dAg

Miiritebmi. Suljettujen kuulien perhe G C P(R") on joukon E C R" hieno
peite (eli Vitali-peite), jos se on joukon E peite, jolleVz € EVe > 03B € G :
r € B, 0 <diam(B) < ¢.

Vitalin peitelause. Olkoon suljettujen kuulien perhe G joukon E C R™ hieno
peite. Silloin on olemassa numeroituva pistevieraiden kuulien perhe F C G, jolle

ANn(EN | B) =0

BeF

1. Olkoon y direllinen Borel-mitta kompaktilla metriselld avaruudella (X, d).
Osoita, ettd C'(X) on (luonnollisella tulkinnalla) tihed avaruudessa L”(p),
jos 1 < p < oo. Miksi p = oo ei vilttimiittd kelpaa?

2. Miritellddn (7,,f)(z) :== f(z + h), kun f : R — [—00, cc]. Osoita, ettd
| 7nf = fllr@n) —h—o 0,jos f € LP(R™) jal < p < oo. Miksi p # o0?

3. Luennoilla todistettiin Vitalin peitelause rajoitetulle joukolle £ C R"; esitd
todistus rajoittamattomalle joukolle E.

4. Olkoon f € L*(R™) jar > 0. Osoita, etti kuvaus (z + fg . |f| dArn) :
R™ — [0, oo| on jatkuva ja ettd Hardy-Littlewood -maksimaalifunktio M f
R™ — [0, oc] on Lebesgue-mitallinen, missid

AT EL s . [ SRR
Mf{z) = sup 7[ [l dAgn.
>0 J B{’x,r;

5. Ota f : R — [—o0,00], jolle O < || f{|11(zny < 00. Osoita, ettd “niittdvin
suurilla” |z| pitee M f(z) > C/|z|™, missi C' > 0 on vakio; ndytd, ettd
MFf & LYR™).
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