Aalto-yliopisto, Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos

mplAritmetiikka

1. Etsi lukujen 1234^{3243} ja 7681 suurin yhteinen tekijä.

Vihje: Suurin yhteinen tekijä lasketaan funktiolla igcd. Jos myös kertoimet halutaan tietää, kannattaa käyttää funktioita igcdex.

mplCurve fitting

2. HA

Hermiten interpolaatio: Interpolaatioehdoissa esiintyy myös derivaattoja. Määritä 4. asteen polynomi p, joka toteuttaa ehdot:

p(0) = p^′(0) = 1, p(1) = p^′(1) = p^{′′}(1) = 2.

Tarkista tulos sopivasti subs-komennoilla ja piirrä kuva/kuvia polynomista ja derivaatoista.

Huom: 5 ehtoa ja 5 tuntematonta kerrointa =⇒ järkevän tuntuinen tehtävä. Yleisesti “järkevälläkään” Hermiten interpolaatiotehtävällä ei aina ole yksikäsitteistä ratkaisua (kuten ei neliömatriisin määräämällä lineaarisella yhtälöryhmälläkään – siitähän on kyse). Pelkkiä funktion arvoja koskevalla interpolaatiotehtävällä aina on (koska “Vandermonden neliömatriisi” on aina ei-singulaarinen). Tässä opetellaan erityisesti Maplen kätevää ratkaisutekniikkaa.

Vihje: Kirjoita polynomi lausekkeeksi tyyliin:

p:=a*x^4+b*x^3 + .... ,

missä a, b, . . . , e ovat määrättävät kertoimet. Derivaatta: diff Arvojen (x=0,x=1) sijoittaminen p:n lausekkeeseen: subs Yhtälön ratkaiseminen: solve Kaikista saat tietoa näin ?diff, ...

3. Muodosta interpolaatiopolynomi pisteistölle, joka saadaan laskemalla funktion

cos(1 + x^2) arvot tasavälisessä x-pisteistössä, jossa on 7 pistettä välillä [0, 3].Piirrä samaan kuvaan funktio, datapisteet ja interpolaatiopolynomi.

Arvioi (Lagrangen) interpolaatiokaavan virhetermin avulla interpolaatiovirheen yläraja yo. välillä ja vertaa todelliseen.

Lause Olkoot x_0, x_1, . . . , x_n erilliset pisteet ja f (n+1) kertaa jatkuvasti derivoituva funktio x_k−pisteet sisältävällä välillä. Jos p_n on (1-käs) dataan (x_k, f(x_k)) liittyvä interpolaatiopolynomi, niin

f(x) − p_n(x) = f^{n+1}(ξ) (n + 1)!

(x − x_0)(x − x_1) · · · (x − x_n).

Vihje: Tässä on mahdollista harrastaa Maplen ja Matlabin yhteistyötä. Virhekaavan derivaatta muodostetaan tietysti Maplella ja lauseke sievennetään. Itse asiassa piirtämällä ja poimimalla kuvasta maksimipisteen koordinaatit, saadaan riittävän hyvä arvio. Tulotermin voisi hoitaa tehokkaimmin Matlabissa ottamalla tiheän diskretoinnin ja käyttämällä max-funktiota. Maplessalin on max-funktio, lakenta on Matlabissa tehokkaampaa. Miten tulotermi lasketaan Matlabissa? Vaikka tähän tapaan: 1. x=linspace(....,N) 2. Tedään matriisi X, jossa x-vektoreita allekkain n+1 kpl. 3. Tehdään matriisi X0, jossa rivit

x0 x0 ... x0 N kpl.
x1 x1 ... x1 N kpl.
 ...
xn xn ... xn N kpl.

Nämä syntyvät vaikka meshgrid-komennolla tai ulkotuloilemalla ykköspystyvektorilla. 4. Vähennetään matriisit ja prod()). Sitten vain abs ja max kehiin.

Tosi Matlabmaista! (Ei moitita, vaikka tekisit for-loopin, vain 8 kertaa käydään, mutta hyvä ymmärtää Matlabin hienoa matriisiajattelua, muistiahan ei nykyisin tarvitse säästellä.)

Differentiaaliyhtälöt

4. Ratkaise yhtälö^{dy}_{dt} = ty.

Vihje: Maplen funktio dsolve.

5. a) Osoita, että funktio arctan^y_x toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtälön

∂^2u ∂x^2 + ∂^2u ∂y^2

= 0.

(Tällaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, että funktioilla u(x, y) ja v(x, y) on jatkuvat toiset osittaisderivaatat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtälöt: ∂u ∂x = ∂v ∂y , ∂v ∂x = − ∂u ∂y Osoita, että u ja v ovat harmonisia.

c) Olkoon f(x, y) = x^3y^2 + x^4 sin y + cos(xy). Laske osittaisderivaatat f_{xxy}, f_{xyx}, f_{yxx} ja totea, että ne ovat samat.

6. Seuraava toistokäsky soveltaa Eulerin menetelmää alkuarvotehtävän y^′ = sin(xy),

y(0) = 1 ratkaisun likiarvon y(1) laskemiseen. Kokeile käskyjä askelpituuksilla h = 0.25, h = 0.1, h = 0.01 ja h = 10^{−4}. Mikä menee pieleen viimeisessä kohdassa?

f:=(x,y)-> sin(x*y);
Digits:= 4;
n:= 4;
h:=1/n;
y[0] = 1;
for k from 0 to n-1 do (paina tässä kohti Shift+Enter)
y[k+1]:= y[k]+h*f(k*h,y[k]) (samoin)
od;

Vihje:

7. Maple ja Matlab

a) Ratkaise alkuarvotehtävä y^′ − y = cos x, y(0) = 1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Matlabilla. Piirrä ratkaisukäyrä. b) Anna alkuarvoksi symboli c ja piirrä ratkaisukäyräparvi sopivalla välillä, kun c = −0.9, −0.8, . . . , 0.

Miltä parvi näyttää suurilla x :n arvoilla. Tässä pitäisi erottua kolmenlaista käytöstä.

Vihje: Maple: dsolve Matlab: ode45

8. Kirjoita heiluriyhtälö Θ^{′′} +^g_L sin(Θ) = 0 ensimmäisen kertaluvun systeemiksi, tai

toisen kertaluvun differentiaaliyhtälöksi. Voit ottaa g/L = 1.

Laske ratkaisu sopivalla aikavälillä (esim. [0, 10]) ja kolmella erilaisella alkuarvolla, joilla saat erityyppiset ratkaisut.

Piirrä ratkaisukäyrät aikatasoon ja trajektorit faasitasoon.

9. Ratkaise RA-tehtävä

y^{′′} = y^2 − 1, y(0) = 0, y(1) = 1.

Maplella. Yritä ensin analyyttista. Jos/kun mitään ei palaudu, voit asettaa esim

infolevel[dsolve]:=3:. Näet ainakin, mitä Maple yrittää.

Siirry sitten tyyppiin numeric, homma sujuu ongelmitta.

Muutaman kokeilun jälkeen huomasin, ettei sujukaan. Numeerisen ratkaisun määritteleminen parametrista riippuvaksi funkioksi on aikamoista temppuilua, tällaisella kurssilla ei kannata siihen paneutua, koska Matlab-ratkaisu on hyvin selkeä ja ongelmaton.

Muutetaan tehtävä helpommaksi:

Suorita Maplella suoraan reuna-arvotehtävän ratkaisu (luultavasti Maple laskee sen differessimenetelmällä). Syntaksi on aivan sama kuin alkuarvotehtävälle, nyt vain annetaan pelkät reunaehdot.

Helpin esimerkkien avulla pääset kiinni ratkaisufunktioon.

Differentiaali- ja integraalilaskenta

10. Laske integraali^� √ x^4 − 2

Vihje: Funktiot int ja Int.

11. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat käyrät y^2 = x ja x − y = 3.

Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.

Ratkaisu: mplDi02.pdf (pdf-tiedosto), mplDi02.mw (Maple ws)

12. Muodosta funktion f(x) = arctan � 1 − cos x 1 + cos x ensimmäinen ja toinen derivaatta.

Piirrä näiden kuvaajat.

Vihje: Derivaatat ovat aluksi todella sotkuisia. Käytä komentoa simplify siistiäksesi tulostusta.

13. Laske integraali_{� 2π} 0 cos x 13 − 12 cos 2x dx a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrä integroitavan funktion kuvaaja. Mikä itse asiassa on integraalin arvo?

Vihje: Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla

NIntegrate. Jälkimmäisessä sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelmää, jon-

ka valintaan myös käyttäjä voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation Notes.

14. Määritä funktion

f(x) = 1 2 + sin x integraalifunktio ja piirrä sen kuvaaja. Onko tämä jatkuva? Pitäisikö sen olla jatkuva? Laske funktion integraali jakson [0, 2π] yli a) integroimalla analyyttisesti komennolla Integrate, b) integroimalla numeerisesti komennolla NIntegrate, c) muodostamalla ensin integraalifunktio komennolla Integrate ja sijoittamalla rajat tähän korvausoperaattoria käyttäen.

Vihje: Komennolla Integrate lasketaan sekä integraalifunktio että määrätty integraali. Numeeriselle integroinnille (määrätyn integraalin laskemiseen) on komento NIntegrate. Korvausoperaattori on ReplaceAll eli /. .

15. Laske kardioidin r = 1 + cos φ kaarenpituus. Piirrä kuvio. Miten saat kardioidin

kuvan oikeanmuotoiseksi? Tuntuuko saamasi pituus uskottavalta?

Vihje: Kaarenpituusintegraali: � ds = � � x^′(φ)^2 + y^′(φ)^2 dφ.

16. Määritä funktion f(x) = arcsin(2x √ 1 − x^2) suurin ja pienin arvo välillä [−1, 1].

Vihje: arcsin on Maplessa arcsin. Piirrä myös kuvio.

17. Laske kardioidin r = 1 + cos φ kaarenpituus. Piirrä kuvio. Miten saat kardioidin

kuvan oikeanmuotoiseksi? Tuntuuko saamasi pituus uskottavalta?

Vihje: Kaarenpituusintegraali: � ds = � � x^′(φ)^2 + y^′(φ)^2 dφ.

18. Muodosta funktion cos(x) sin(x) ensimmäinen ja toinen derivaatta ja piirrä kunkin

kuvaaja sopivaksi katsomallasi välillä kenties mieluiten eri koordinaatistoihin.

Vihje:

19. (Maple)

Olkoon f(x) = x^2 − 4. Muodosta integraalifunktiot � f(x) dx,

� dx f(x) . Tarkista tulokset derivoimalla.

Vihje:

20. (Maple)

Määritä seuraavat integraalit:

�_∞ 0 e^{−t} dt ja

�_∞ 0 e^{−t2} dt.

Vihje:

21. Laske kaksinkertainen integraali

�_1 0 �_x2

−x^2 x √ 1 + y dy dx.

Laske tarkka arvo sekä likiarvo.

Vihje:

mplFunktiot

22. Laske funktion f(x) = e^{−x2} arvoja 0.5:n välein välillä 0 . . . 5, ja piirrä taulukoiduista

arvoista kuvaaja

Vihje: ipsom lorem

23. (Maple, Matlab)

Tarkastellaan funktiota f(x) = 1 + sin(x) 1 + x^2 . a) Maple: Määrittele f lausekkeeksi, laske f:n arvo pisteessä x = −2.0 ja piirrä kuvaaja välillä [−5, 5].

b) Tee samat asiat, mutta nyt määrittelemällä f funktioksi.

Vihje: a)

   Maple Matlab:
> f:=1-... >> x=...
> subs... >> f=...
> plot >> plot

b)

    Maple Matlab
> f:=x->1-... >> f:=@(x) 1-...

24. Selitä, miksi näin saadaan exp-funktion katkaistu Taylorin sarja. Suorita sitten

Maplella tämäntyylistä:

> series(exp(x), x = 0, 10); # tai taylor(...);
> p:=convert(%,polynom);
> c:=coeffs(p,x);
> evalf(%);

Selitä, mitä näissä tapahtuu. (Tutki tarvitessasi helpillä komentoja niin Matlabissa kuin Maplessa.)

Piirrä ja taulukoi tulokset.

Vihje:

mplGrafiikka 25. Piirrä funktion f(x) = sin(8x) + sin(9x) kuvaaja.

Vihje: Tarkastele riittävän pitkää väliä

26. Matlab ja Maple (tee molemmilla).

f(x, y) = sin(3 y − x^2 + 1) + cos(2 y^2 − 2 x). Piirrä pintakuva ja korkeuskäyräpiirros. Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje: Tutustu samalla Matlabin meshgrid:n toimintaan. Korkeusarvomatriisi Z tehdään kahden muuttujan funktiolle tähän tapaan:

>> x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);
>> Z=f(X,Y);

(Kokeile periaatetta pienillä, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)

Tässä funktion f on toimittava pisteittäisin operaatioin. Jos vaikka f(x, y) = x^2 −y^2, kirjoitettaisiin:

Z=X.^2 - Y.^2;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myös colorbar yms. Matlabilla korkeuskäyriin contour , voit myös kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on kokeilla myös korkeuskäyrien valitsemistapoja, clabel.

Älä diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon lähtökohta. Maple: Helpompaa, mutta tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa. (Osin tosin varsin hienoa tämäkin, ja “context sensitive”).

> with(plots):
> plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d);
> contour(f(x,y),x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

mplLausekkeet 27. Sievennä lauseke x − 1

(1 −^{1√}_x )(1 +^{1√}_x ) .

Vihje: Kokeile funktiota simplify.

mplLineaarialgebra

28. Ratkaise yhtälöryhmä

Ax = b, kun

A =

� � � � � � �

5 −13 −13 −2 7 18 −4 30 −1 −12 −23 3 7 15 7 9 36 −1 14 16 3 28 7 14 5

� � � � � � � , b =

� � � � � � �

−196 435 11 111 195

� � � � � � �

Vihje: Matriisin voi syöttää kummalla tahansa kommenoista

M := array( [ [2, 1, 3], [7, 0, -5], [0, -1, 1] ] );
M := matrix(3, 3, [2, 1, 3, 7, 8, -5, 0, -1, 1]);

Vektorin tekemiseen käytetään komentoa Array.

29. Maple:

Muodosta Maplessa matriisi

A = � � � � a 0 5

1 1 1

−a 0 0

� � � �

(a) Muodosta karakteristinen polynomi LinearAlgebra-kirjaston

CharacteristicMatrix ja Determinant-komentojn avulla.

(b) Sovella factor-komentoa polynomiin (sattuu onnistumaan), ja ratkaise puuttuvat juuret solve-komennolla.

c) Näppäise hiirellä matriisia A ja paina oikeaa painiketta. Valitse Eigenvalues, ja voit kokeilla muitakin.

Vihje:

mplSarjat

30. Laske sarjan_{∞�} k=0 � 2x − 1 3x + 1

�_k

summa. Millä arvoilla x ∈ R sarja suppenee? Piirrä summafunktion kuvaaja.

Vihje: Summa lasketaan komennolla sum

31. (Maple ja Matlab)

Määritä seuraavat summat:_{1000} � k=1 k ja ∞� k=1 1 k^2 . Vihje: Maple: Kokeile edelliseen sekä sum että add - komentoja, jälkimmäiseen vain sum. Matlab: Muodosta vektori 1,2,...1000 ja sitten vain sum. Jälkimmäisessä voit laskea muutamalla, toinen toistaan suuremmalla arvolla. (Numeerisesti et tietenkään voi summata äärettömyyksiin.)

32. (Maple)

Määritä symboliset summat:_n � k=1 k ja n� k=1 k^2.

Vihje: Maple-funktio sum (Symbolinen summaus on integraalifunktion määrittämistä vastaava diskreetti tehtävä, usein jopa vaikeampi.)

mplTodennäköisyyslaskenta 33. Luo funktiolla RND 30 satunnaislukua väliltä [0, 1]. Kuinka moni luvuista osuu

välille [0, 0.1)? Kuinka monen pitäisi osua?

Vihje:

mplVektorianalyysi 34. Piirrä seuraavien funktioiden tasa-arvokäyrät:

a) x^3 − xy^3 b) sin(x)cosh(y) c) cos^2(x) cosh(y)

Vihje: Tasa-arvokäyriä voi piirtää kommennolla contourplot.

35. Piirrä avaruuskäyrä

r(t) = cos t t i + sin t t j + arctan t k,

kun t ∈ [1, T ] ja T = 100. Määritä käyrän kaarenpituus ja tutki, onko sillä rajaarvoa, kun T → ∞.

Vihje: Käyrä on luontevinta kirjoittaa vektoriksi r = {Cos[t]/t,Sin[t]/t,ArcTan[t]} ja laskea kaarenpituus integraalista � |r^′(t)| dt.

mplYhtälöt

36. Ratkaise yhtälö 2x^6 + 4x^3 − 14x^2 + 1 = 0.

Vihje: Maplen funktio solve.

37. Määritä polynomin

p(x) = x^3 − 4x^2 + 4x − 1

nollakohdat ja paikalliset minimit ja maksimit. Piirrä kuva. Suorita sekä Maplella että Matlabilla.

Vihje: Maplella voit yrittää 3. asteen yhtälön ratkaisua myös symbolisesti solve-komennolla. Numeerisesti fsolve.

Matlabilla vain numeerisesti: roots. Polynomin derivaatta: polyder

38. [Maple tai Matlab]

Tarkastellaan väestökasvumallia

N(t) = N_0e^{λt} + v λ (e^{λt} − 1),

jossa otetaan huomioon biologisen lisääntymisen ohella myös maahanmuutto, jonka oletetaan tapahtuvan vakionopeudella v yksilöä vuodessa (netto). Oletetaan, että tietty populaatio on alunperin 10^6 yksilöä, 435000 yksilöä muuttaa "maahan"1. vuoden aikana ja populaatiossa on 1564000 yksilöä vuoden lopulla. Määritä luku λ Käytä tätä λ:n arvoa ennustamaan populaation koko toisen vuoden lopussa, kun oletetaan maahanmuuttovauhdin säilyvän vakiona.

Vihje: Maple: fsolve, Matlab: fzero

39. Maple tai Matlab Etsi yhtälön x^8 − 36x^7 + 546x^6 − 4536x^5 + 22449x^4 − 67284x^3 +

118124x^2 − 109584x + 40320 = 0 välillä [5.5, 6.5] oleva juuri. Muuta x^7:n kerroin luvuksi −36.001 ja katso, mikä vaikutus sillä on juureen.

Vihje: Maple: fsolve Matlab: roots

40. Maple

Määritä ellipsin 9x^2+16y^2 = 144 sisään piirretyn (akselien suuntaisen) suorakulmion maksimaalinen pinta-ala. Piirrä ellipsi ja suorakulmio.

41. Newtonin menetelmän askel voidaan määritellä vähäeleisesti Maplelle. Määritellään

iterointifunktio:

> N := x -> evalf(x - f(x)/D(f)(x));

Iterointi tapahtuu joko for-silmukalla tai iterointioperaattorilla N@@k. (For silmukka lienee tehokkaampi, kun halutaan muodostaa koko iterointijono.) Ratkaise seuraavat yhtälöt Newtonin menetelmällä. Sopivat alkuarvot vaikkapa kuvan avulla.

a) x cos x = sin x + 1, 0 < x < 2π b) x^2 + sin x = 8

42. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat käyrät y^2 = x ja x − y = 3.

Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.