Aalto-yliopisto, Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos

mplAritmetiikka

1. SIIRRETTY (cp) mplPerusteet-hakemistoon: mplP005.tex
Etsi lukujen 123432%3 ja 7681 suurin yhteinen tekijé.

Vihje: Suurin yhteinen tekija lasketaan funktiolla igcd. Jos my6s kertoimet halutaan tietdé,

kannattaa kayttaad funktioita igcdex.

mplCurve fitting

2. H2T12.tex/mlCF07.tex/mplCF07.tex // Matlab,Maple,[Mathematica]

W.A Mozartin(1756-1791) savellyksid indeksoidaan Kochel-luvuilla, jotka ilmaise-
vat teosten sévellysjéarjestyksen. Alla on erditd Kochel-lukuja, ja vastaavien teosten

savellysvuosia.

Number Year
1 1761
75 1771
155 1772
219 1775
271 1777
351 1780
425 1782
503 1786
B75 1789
626 1791

Kayttden tatd dataa, arvioi teoksen Sinfonia Concertanten siavellysvuosi, kun tiede-
tadn, etta sen Kochel-numero on 364.

Vihje: Piirrad ensin datapisteet tasoon, ja paatd millaista menetelméa kannattaa kayttaa. Epaile-
méttd sopivan asteista PNS-polynomia. Suorita joitakin sovituksia, ja tarkista sitten tulos vaikka
Wikipediasta.



3. Maple tai Matlab
Tutkitaan nk. Rungen ilmioté. Laske funktion g(x) = 1/(1+2?) arvoja tasaisin vélein
valiltd [—5, 5], ja tee néihin pisteisiin perustuva polynominen interpolaatio. Piirra
sekd g(x) ettd P(z) samaan kuvaan. Mitd huomaat, kun valittujen datapisteiden
maardéd tihennetadn?

Kokeile interpolointia silloin, kun datapisteité ei valita tasavalisesti, vaan ne valitaan
Chebyshev-pisteiden '
JT .
r;i=05cos(—),7=0...N

mukaan.

Vihje: Polynominen interpolaatio kannattaa tehdd MATLAB-funktiolla polyfit. Funktio g kan-
nattaa madritelld funktiokahvan avulla: g = @(x)1./(1+x.72). Tasavilisia pisteistd saa funktiol-
la linspace

Sopii aivan yhtd hyvin Maplelle.

4. H2T5.tex/mplCF01.tex
Hermiten interpolaatio: Interpolaatioehdoissa esiintyy myos derivaattoja.

Maarita 4. asteen polynomi p, joka toteuttaa ehdot:

(a) Kasittele polynomi lausekkeena.
Tarkista tulos sopivasti subs-komennoilla ja piirrd kuva/kuvia polynomista ja deri-
vaatoista.

(b) Kasittele polynomi funktiona.

Huom: 5 ehtoa ja 5 tuntematonta kerrointa =—- jarkevan tuntuinen tehtéva.
Yleisesti “jarkevallakaan” Hermiten interpolaatiotehtavalla ei aina ole yksikasitteista
ratkaisua (kuten ei nelidmatriisin maaraamalld lineaarisella yhtéloryhmaéallakaan —
siitdhén on kyse). Pelkkia funktion arvoja koskevalla interpolaatiotehtévélla aina on
(koska “Vandermonden neliématriisi” on aina ei-singulaarinen).
Tassa opetellaan erityisesti Maplen katevaa ratkaisutekniikkaa.

Vihje: Kirjoita polynomi lausekkeeksi tyyliin:

p:=a*x"4+b*x"3 + .... ,
missé a, b, ..., e ovat maarattavat kertoimet.

Derivaatta: diff
Arvojen (x=0,x=1) sijoittaminen p:n lausekkeeseen: subs
Yhtélon ratkaiseminen: solve

Kaikista saat tietoa ndin 7diff, ...



9. mplCFxx.tex, mlICFxx.tex (n2r7.tex)

Opettajalle: (a)-kohta sopii ensitutustumiseen. (b)-kohta on sikéli huono, etta vir-
hetermin suuruusluokka on toisesta maailmasta (opettavaista kylldkin, mutta alka-
jaisiksi vaatii ainakin varoituksen).

Lisaé tehtdvan opetuksia ratkaisutiedostoissa.

(a) Muodosta interpolaatiopolynomi pisteistolle, joka saadaan laskemalla funktion
cos(1 + 2%) arvot tasavilisessé x-pisteistossé, jossa on 7 pistettd vililla [0, 3].Piirra
samaan kuvaan funktio, datapisteet ja interpolaatiopolynomi.

(b) Arvioi (Lagrangen) interpolaatiokaavan virhetermin avulla interpolaatiovirheen
ylaraja yo. valilla ja vertaa todelliseen.

Lause Olkoot xg, z1, .. ., z, erilliset pisteet ja f (n+1) kertaa jatkuvasti derivoituva
funktio z,—pisteet sisdltavalla valilla. Jos p, on (1-kés) dataan (xy, f(xy)) liittyva
interpolaatiopolynomi, niin

(9

f(x) = pn(z) = T 1)!(1“ —xo)(x —x1) -+ (2 = @),

Vihje: Tassa on mahdollista harrastaa Maplen ja Matlabin yhteistyota. Virhekaavan derivaatta
muodostetaan tietysti Maplella ja lauseke sievennetiaén. Itse asiassa piirtamalld ja poimimalla
kuvasta maksimipisteen koordinaatit, saadaan riittdvan hyva arvio.

Toinen mahdollisuus on kayttdd Matlabin symbolic toolboxia.

Tulotermin voisi hoitaa tehokkaimmin Matlabissa ottamalla tihedn diskretoinnin ja kayttaméalla
max-funktiota. Maplessakin on max-funktio, lakenta on Matlabissa tehokkaampaa.

Miten tulotermi lasketaan Matlabissa? Vaikka tdhan tapaan:

1. x=linspace(....,N)

2. Tedddn matriisi X, jossa x-vektoreita allekkain n+1 kpl.

3. Tehdé&n matriisi X0, jossa rivit

x0 x0 ... xO N kpl.
x1 x1 ... x1 N kpl.
xn xn ... xn N kpl.

Nama syntyvét vaikka meshgrid-komennolla tai ulkotuloilemalla ykkospystyvektorilla.
4. Vahennetddn matriisit ja prod()). Sitten vain abs ja max kehiin.

Tosi Matlabmaista! (Ei moitita, vaikka tekisit for-loopin, vain 8 kertaa kdydédéin, mutta hyvi ym-
mértdd Matlabin hienoa matriisiajattelua, muistiahan ei nykyisin tarvitse saéstelld.)

Avainsanat: Interpolaatio, kiiyran sovitus, interpolaatiovirhe, Lagrange



6. H2T12.tex/mlCF07.tex/mplCF07.tex // Matlab,Maple,[Mathematica]

W.A Mozartin(1756-1791) savellyksid indeksoidaan Kochel-luvuilla, jotka ilmaise-
vat teosten sdvellysjarjestyksen. Alla on erditd Kochel-lukuja, ja vastaavien teosten

savellysvuosia.

Number Year
1 1761
75 1771
155 1772
219 1775
271 1777
351 1780
425 1782
503 1786
575 1789
626 1791

Kéyttaen tata dataa, arvioi teoksen Sinfonia Concertanten séavellysvuosi, kun tiede-
tdan, etta sen Kochel-numero on 364.

Vihje: Piirrad ensin datapisteet tasoon, ja paitd millaista menetelméa kannattaa kayttaa. Epaile-
métta sopivan asteista PNS-polynomia. Suorita joitakin sovituksia, ja tarkista sitten tulos vaikka
Wikipediasta.

7. H2T14.tex/mlCF13.tex/mplCF13.tex
Matlab,Maple,[Mathematica]

Yhdysvaltojen perustuslaki vaatii, ettd maassa suoritetaan joka kymmenes vuosi
viestonlaskenta. Ohessa on vaestonlaskennan tuloksia sadoissa miljoonissa asuk-
kaissa viime vuosisadalta.

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
76 92 106 122 132 150 179 203 226 248

Tee polynomi-interpolointi datalle, ja ennusta vieston maédrda vuonna 2010.
Kuinka ennusteesi suhtautuu laskennan todelliseen tulokseen: 308,745,538 laskettua
asukasta?

Sovita my0s eriasteisia PNS-polynomeja, vrt. Matlab Censusgui, lue Molerista:
http://www.mathworks.se/moler/interp.pdfNum. Comp. with Matlab, interpo-
lation

Vihje:



Differentiaaliyhtalot

8.

mplDO001.tex (infoverkostot (iv) s. 2001) Ratkaise yhtalo

dy _

=1
a Y

a.) Muodosta yleinen ratkaisu.
b.) Madritd vakio _C1 alkuehdolle y(0) = 1.

c.) Ratkaise alkuarvotehtéva suoraan dsolve:lla.

Vihje: Maplen funktio dsolve.
b)-kohdassa voit ottaa ratkaisulausekkeen rhs (Righthand side) kiinni. Tarvitset lisdksi komentoja

subs ja solve
c) ?dsolve, [HAM] ss. 162-165

Ratkaisu:

> dyht := diff(y(t), t) = t*y(t)
a)

> ylratk := dsolve(dyht, y(t))
b)

> Y := rhs(ylratk)

> solve(subs(t = 0, Y) =1, _C1)
Huom! Dokumenttimoodissa alaviiva pudottaa kursorin alaindeksitasolle.
"copy/paste" tarvitaan _Cl:1le.
> eval ()
c)

> dsolve({dyht, y(0) = 1}, y(t))

mplD002.tex (infoverkostot (iv) s. 2001)

Ratkaise differentiaaliyhtdlo sijoittamalla ratkaisuehdotus (REh) annettuun yhté-
166n tai esim. integroimalla, arvaamalla tms.:

(a)y'+y =2*—2,REh: y = Ce®+2?—2x (b) y"+y =0, REh: y = acosz+bsinx
(c)y" =¢€*, (d) z+yy =0, REh: 22 +y?> = C (C > 0, vakio).

Vihje: (d)-kohta: Derivoi implisiittisesti, ts. oleta, ettd on olemassa derivoituva funktio z — y(z)
s.e. 22 +y(x) = C ja derivoi puolittain. (Téssd tapauksessa olemassaolo tiedetiiéin, onhan y(z) =
VC — x? téllainen. Taméan eksplisiittisen lausekkeen kaytto ei silti kannata, se vain mutkistaa

asioita, olkaamme siis implisiittisia.)

Ratkaisu: mplD002R.mw ja .pdf ON



10. mplD003.tex [Matlab-versio: ...ml1D002.tex] (iv3/2001, harj. 1, teht. 2)
Milld xy-tason kayrilli on ominaisuus: Kéyran tangentin kulmakerroin jokaisessa
pisteessa (z,y) on —4?"’” ?

Ratkaise yhtalé muuttujien erottelulla (“separation of variables”). Piirrd suunta-
kentté isokliineja apuna kiyttden késin vaikkapa alueessa [—2,2] x [—2,2].

Ota sitten Maple avuksi. Kokeile ja selita!

Vihje: Kts. [HAM] ss. 169-170

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttaan: DEplot,
grafiikkojen yhdistdmiseen: display.
Suoraparven saat tyyliin

> yparvi:=seq(...,c=[-2,-1,-.5,.5,2,1]) # tms.
> isokl:=plot([yparvi] ,x=...)

Yleisemmin isokliinit saadaan piirretyksi implicitplot-funktiolla, mutta téssé saatiin ratkaistussa

muodossa suoraan.

Avainsanat:MapleDy, diffyhtalot, suuntakenttd, isokliinit, mplDifferentiaa-
li(yhtalot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998



11. mplD004.tex [Matlab-versio: ...mlID004.tex| (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 1-2)

Laskuvarjohyppéajan yhtalo. Oletetaan, ettd hyppadjin + varustuksen massa =
m ja ilmanvastus on verrannollinen nopeuden nelioon, olkoon verrannollisuskerroin
= b. Talloin Newtonin 2. laki antaa liikeyhtélon:

mv’ = mg — bv?.

Olkoon yksinkertaisuuden vuoksi m = 1,0 =1 ja g = 9.81m/s>.
Piirra suuntakentta.

Oletetaan, ettéd laskuvarjo aukeaa, kun v = 10m/s, valitaan tdméa alkuhetkeksi t =
0. Piirra tdmaé ratkaisukayra suuntakenttapiirrokseen. Yrita ndhdé suuntakentasta,
etta kaikki ratkaisut nayttavit ldhestyvin rajanopeutta v ~ 3.13 ja ettéd ratkaisut
ovat joko kasvavia tai pienenevid (ja milld alkuarvoilla mitdkin, ja mita tarkoittaa
fysikaalisesti)

Maarita rajanopeus suoraan yhtalosté.

Kéyta Matlab-piirroksiin funktiota dfield8 ja Maplessa DEtools-kirjaston DEplot-
funktiota.

Vihje: Kts. [HAM] ss. 169-170 tai ?DEplot

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttaan: DEplot,

grafiikkojen yhdistamiseen: display.

dfield-ohje:

Hae m-tiedosto dfield§8 sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se Matlab-polkusi
varrelle.

Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MatlabDy, MapleDy, diffyhtalot, suuntakentté, isokliinit, mplDifferen-
tiaali(yhtalot), mlDifferentiaali(yhté&lot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998



12.

13.

mplDO005.tex (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 2)

Muodosta edella olevan laskuvarjotehtéavan (mplD004) analyyttinen ratkaisu muut-
tujien erottelulla. Maarité edelld mainittu (v(0) = 10)-ratkaisukayra. Tarkista rat-
kaisu Maplella ja kokeile lopuksi Maplen dsolve- komentoa. (Ohje [HAM]-kirjassa.)

Vihje: Ohje analyyttiseen: Muistathan, ettd osamurtohajoitelma on hyodyllinen rationaalilausek-

keen integroinnissa (Maple: convert (lauseke,parfrac,muuttuja); mutta osattava myo6s késin).

Avainsanat: MapleDy, diffyhtalot, muuttujien erottelu, mplDifferentiaali(yhtalot),
mlDifferentiaali(yhtalot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998

mplDO006.tex (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 3)
Vaihdamme téssdé LAODE-tyyliseen notaatioon: ¢ on riippumaton muuttuja,  on
“riippuva” muuttuja. Kannattaa totutella eri tyyleihin.

Ratkaise alkuarvotehtéva 2/ = £ —e™", 2(0) = —1. Kyseessé on lineaarinen epd-

homogeeninen (EHY). Tama lasku ei edellytd mitdan uutta muuttujien erottelun
lisiiksi (ainoastaan uskomista), kaikki on tédssda neuvottu.

Suorita ratkaisu nain:

 Ratkaise ensin vastaava (HY) 2’ = $ (yleinen ratkaisu).

o Yritéd keksid jokin (EHY):n erityisratkaisu (siis mika tahansa (EHY):n toteut-
tava). Keksiminen on helppoa, kun mietit exp-funktion derivointia. (M&aaraa-
méaton kerroin ratkaistaan sijoittamalla yrite (EHY):yyn).

Lineaaristen teoria sanoo, ettd (EHY):n yleinen = (HY):n yleinen + (EHY):n eri-
koinen.

Piirrd my6s suuntakenttd ja ratkaisukdyria (Maple: DEtools[DEplot], Matlab:
dfield8 tai suuntakl).
Miten ndet suuntakentésté, ettd yhtélo ei ole autonominen?

Avainsanat: MapleDy, lineaariset diffyhtéalot, mplDifferentiaali(yhtélot)

Viitteet: [LAODE] Golubitzky-Dellnitz: Linear Algebra and Differential Equations
using Matlab, Brooks/Cole 1999.



14.

15.

mplD007.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 1)
Ratkaise (AA)-tehtéva ¢y —2zy =1, y(0) = —0.5

Téassd nayttdd siltd, etta (EHY):n erikoinen olisi helppo 16ytd4, mutta huomaat
pian, ettd luonnolliset yritteet eivat toimi. (Kyseessdhén on lineaarinen, mutta ei-
vakiokertoiminen yhtélo.)

Ratkaise vaan sitten kiltisti integroivan tekijan menettelylla.

Integrointi johtaa erf-funktioon, Maple antaa sen suoraan, voit myos konsultoida
KRE-kirjaa hakusanalla erf. Lausu siis ratkaisu erfn avulla.

Piirrd suuntakenttépiirros Maplen DEtools-pakkauksen DEplot-funktion avulla (kts
[HAM] s. 169), voit toki kiyttdd myos Matlab:n dfield8-funktiota (ohje alla).

Valitse alkuarvoja yo valiltd (—1, —0.5) yrittaen 1oytaa kriittista arvoa yo, joka jakaa
ratrkaisukayrat plus tai miinus déaretonta lahestyviin. (Tuo kriittinen ratkaisukéay-
rd on rajoitettu.) Kayta hyvéksesi erf-funktion ominaisuutta lim, ,, erf(z) = 1
laskeaksesi tarkan arvon yq:lle.

Vihje: dfield-ohje: Hae m-tiedosto dfield§ sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se
Matlab-polkusi varrelle.
Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MapleDy, diffyhtalot,erf, mplDifferentiaali(yht&lot)

Viitteet: [KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley
[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

mplD008.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 2)
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa zy = 4y, y(0) = 1.

(a) Osoita, ettd tehtavilla ei ole ratkaisua. Osoita, ettd tamé ei ole ristiriidassa 3;-
lauseen kanssa. (Huom: Lauseen avulla ei voi todistaa epdeksistenssid, koska lauseen
ehdot eiva ole valttamattomat.)

(b) Vaihdetaan alkuehdoksi: y(0) = 0. Miten nyt on ratkaisujen laita.

(c) Mita voit sanoa alkuehdon y(xo) = yo tapauksessa, jos zo # 0,
(A) suoraan ratkaisukaavan avulla, (B) 3;-lauseen avulla.

Vihje: Taméi on puhtaasti “perinteinen” tehtdva, mutta havainnollistus Maple/Matlab-vélineilla

on hyvinkin paikallaan.

Avainsanat: diffyhtalot, ratkaisun (epé)olemassaolo, eksistenssilause, mplDifferen-
tiaali(yhtalot)



16.

17.

18.

mplD009.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 3)
Muodosta Picardin iteraatiojonon muutama termi (AA)-tehtaville

@)y =xz+y, y0)=0 (b)y =24y, y0)=-1
(c) vy =y y(0) =1
Maarita myos tarkka ratkaisu.

Vihje: LV-tehtdvissd palataan asiaan Maple-hommana. Tamé on tyypillistd symbolilaskennan

vahvuusaluetta.

Avainsanat: diffyhtalot, ratkaisun (epé)olemassaolo, Picard-Lindel6f-menetelmé,
Picardin iteraatio, mplDifferentiaali(yhtalot)

. w1 d
Ratkaise yhtalo %/ = ty.

Vihje: Maplen funktio dsolve.

mplDO010.tex (iv3/2001, harj. 2, LV teht. 1)
Muodosta Picardin iteraatiojonoa pitemmalle kuin AV-tehtdvéssd samoille (AA)-

tehtaville (a), (b), (c) ja lisdksi viela (d): lle.

@)y =z+y, y0=0 D)y =x+y, y0)=-1
(©) ¢ =y y(0)=1 (d)y =3¢
Laske myos tarkka ratkaisu Maplella ja piirrd se ja iteraatiojonon funktioita. (Jos

tuntuu liian pitkalta, niin jata yksi pois, hyva olis saada kaikki yhteisesti katetuksi
(vaikka parityoskentelyssa sopimalla).

Vihje: Malli: Aputiedostossa mplD010apu.zip on L4Picard.mw,L4Picard.pdf,L4exa2.mw,
L4exa2.pdf, kts. myos [HAM] ss. 162-165 (dsolve)ja s. 126 Picard—Lindelof

Avainsanat: diffyhtalot, Picard-Lindelof-menetelmé, Picardin iteraatio, mplDiffe-
rentiaali(yht&lot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.



19.

20.

mplDO11.tex

(a) Sovella Picardin iteraatiota (tuttuakin tutumpaan) (AA)-tehtavaan

v =y, y(0) = 1. Osoita, ettd iteraatiojono lahestyy ratkaisufunktiota y(z) =
e:C

(b) (Olkoon vaihteeksi x(t) .)
Olkoon alkuarvotehtavéiné edelleen 2/ =z, x(0) = 1.

Osoita, etta jos lasketaan likiarvo z,, = x,,(t,) EM:114 pisteessé t = t,, kdyttden
askelpituutta h, niin zy,(t,) = c(h)*, missé c(h) = (14 h)/".

Osoita taméan nojalla, etté kiintealla ¢ = t,, patee limy, .oz, (t) = €’

Vihje: Tehtévissa tuskin tarvitaan ohjelmistoja.

EM = FEulerin menetelma

mplDO012.tex

Seuraava toistokéasky soveltaa Eulerin menetelméad alkuarvotehtévin y' = sin(zy),
y(0) = 1 ratkaisun likiarvon y(1) laskemiseen. Kokeile késkyja askelpituuksilla h =
0.25,h = 0.1,h = 0.01 ja h = 10~*. Miké menee pieleen viimeisessé kohdassa?

f:=(x,y)-> sin(x*y);

Digits:= 4;

n:= 4;

h:=1/n;

y[0] :=1;

for k from 0 to n-1 do # (paina tédssi kohti Shift+Enter)
y[k+1] := evalf (y[k]+h*f (kxh,y[k])) # (samoin)

end do;

Piirra Eulerin murtoviivat eri vareillda samaan koordinaatistoon.

Vihje: Datan piirto sujuu nykyisin “Matlab-tyylisesti”:

> xlista:=[seq(j*h,j=0..n)];
> ylista:=[seq(y[j],j=0..n)]
> plot(xlista,ylista)

[HAM]-viitteessd ss. 94-96 esitetyt tavat pisteparien listana toimivat myés, mutta s. 96 zip-temppu

ei ole endé tarpeen.

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.



21.

22.

mplDO013.tex
Ratkaise alkuarvotehtava

Y +3y +3y=1—e"y(0)=2,4(0) =0,

ja piirrd ratkaisun kuvaaja valilld 0 < z < 10.

Vihje: Diffyhtalon saat ratkaistua komennolla dsolve. Yhtélossa esiintyvat derivaatat voit ilmoit-

taa komennolla diff, ja derivaatan pisteessa 0 voit ilmaista derivaattaoperaattorilla D(y) (0).
mplD014.tex Maple,Matlab

a) Ratkaise alkuarvotehtava

y —y=cosz, y(0)=1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Matlabilla. Piirrd ratkaisukéyra.

b) Anna alkuarvoksi symboli ¢ ja piirra ratkaisukdyrdaparvi sopivalla valilla, kun
c=-0.9,-0.8,...,0.

Milta parvi nayttaa suurilla x :n arvoilla. Tasséa pitéisi erottua kolmenlaista
kaytosta.

Vihje: Maple: dsolve, Matlab: ode45

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:
Coombes et al: Differential equations with Maple, Wiley
Boyce - DiPrima’s: Elementary Differential Equations and Boundary Value

Problems, Wiley



23. mplD015.tex Maple,Matlab
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa

, 3t
SN ET L

y(1) = 0.
(a) Laske EM:1l4 ratkaisuapproksimaatiot pisteissa ¢ = 1.2,1.4,1.6,1.8 kiyttden
askelta h = 0.1 .

(b) Tee sama askeleella h = 0.05 .
(c) Vertaa tuloksia.

(d) Piirrd suuntakentté ja ratkaisuapproksimaatioita, sekd EM-ratkaisuja. Osaatko
selittdd, miksi EM toimii kohtuullisesti alussa, mutta kelvottomasti lopussa?

Vihje: FEulerin menetelméé voi téssi kdyttdd ohjelman (MMM) laskintyylilld, kuten edelld tai
sitten oikeaksi funktioksi koodatulla versiolla, annetaan téssid nuo koodit.

Eulerin menetelmén koodit (siséltyvit myos apupakettiin *apu.zip):
Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-istuntoon)

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)

local n,h,t,y;

h:=evalf ((b-a)/m) ;

t[0] :=a;y[0] :=ya;

for n from 0 to m do
y[n+1] :=y [n] +h*f (t [n] ,y[n]);
t[n+1] :=t [n]+h;

end do;

seq([t[n],y[n]],n=0..m);

end:

Esim: ¢/ =t — y?

f:=(t,y)->t-y"2;
e3:=Euler(£f,0,5,1,3);
plot([e3]);

Matlab: (Kts. vastaava Matlab-teht.)

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtéva, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:

[KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.



24. mplD016.tex (vrt. Matlab: mID007.tex)
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa

2vy—Int 1
y/:f‘f‘? y(1) =0

valilla ¢ € [1,1.8] Ratkaise tehtava

a) Eulerin menetelmalld askelpituudella h = 0.1,
b) Heunin menetelmélld askelpituudella h = 0.2,

¢) RK4- menetelmélléd askelpituudella h = 0.4.

Maarita tarkka ratkaisu Maple:n dsolve-komennolla ja laske sen avulla virheet,
piirra ja taulukoi kussakin tapauksessa.

Huomaa, etta nailla askelpituuksien valinnoilla funktion arvojen laskentamadarat ovat
samat.

Vihje: Eulerin menetelmén koodit (sisaltyvit myos apupakettiin mplD016apu.zip):
Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-istuntoon)

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)

local n,h,t,y;

h:=evalf ((b-a)/m);

t[0] :=a;y[0] :=ya;

for n from 0 to m do
y[n+1] :=y [n]+h*f (t[n],y[n]);
t[n+1] :=t [n]+h;

end do;

seq([t[n],y[n]],n=0..m);

end:

Esim: ¢/ =t —19?

f:=(t,y)->t-y"°2;
e3:=Euler(£f,0,5,1,3);
plot([e3]);

Laitetaan myo6s Heun ja RK4
Matlab: (Kts. vastaava Matlab-teht.)

Huom: Tésté voi kehitelld monenlaisia tehtévivariaatioita, myos ilman numeeristen menetelmien
korostusta.

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtéava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:
[KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.



25. mplD017.tex, mID007.tex
Huomasimme, etté eksponentiaalinen kasvumalli, ns. Malthus’n lakiy’ = ky ei toimi
USA:n vaestodataan pitkalla aikavalilla. Mallia voidaan tarkentaa lisdamélla sopiva
kasvua rajoittava termi, talloin johdutaan ns. logistiseen kasvulakiin:

y = ay — by’
USA:n viestodataan liityen Verhulst arvioi v. 1845 arvot a = 0.03 ja b = 1.61074,
kun ¢ mitataan vuosissa ja vakiluku y(t) miljoonissa.

Opettajalle: Tehtédva voidaan kasitella ehkéd luontavamminkin kokonaan erillise-

nd numeeristen diffyhtaloratkaisujen opetuksesta. Talloin otetaan vain alla olevat
kohdat (c) ja/tai (d).

(a) Ratkaise tehtavd (y(0) = 5.3) Eulerin menetelmalld kéayttamlld askelpituussa
h =10

(b) rk4:114 kdyttden n. nelinkertaista askelta (voit kokeilla pienempiékin)
(¢) Matlabin ode45:1l4.
(d) Laske analyyttinen ratkaisu Maplella (kyseessahdn on Bernoullin yhtdlé.

Piirrd kuvia ja laske kaikissa tapauksessa ratkaisujen arvot annetuissa taulukko-
pisteissa. (odedb-tapauksessa onnistuu ainakin sovittamalla dataan splini funktiolla
spline, joka on maailman helppokéyttoisin.)

kts. http://www.math.hut.fi/teaching/v/matlab/opas.html#splinit
(Nykydan (2012) ei tarvita erillistéd splinisovitusta, laskentapisteet voidaan antaa
suoraan ode4b-funktiolle syotteena.)

Vihje:

function [T,Y]=eulerS(f,Tspan,ya,n)

% Tama vain kehittely- ja opettelutarkoituksessa.

% Funktio eulerV hoitaa niin skalaari- kuin vektoriversion.
% (24.2.04, modifioitu 21.8.2010)

% Esim: y’=t+y, y(0)=1

yA f=0(t,y)t+y
% [T,Y]=eulersS(f, [0 4],1,6), plot(T,Y,T,Y,’.r’);shg
a=Tspan(1) ;b=Tspan(2);
h=(b-a)/n;
Y=zeros(n+1,1);T=(a:h:b)’; YPystyvektorit yhdenmukaisesti ode45:n
Y(1)=ya; % kanssa
for j=1:n
Y(G+1)=Y(§)+h*£(T(3),Y());
end;
Viitteita:

http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf
http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus yll4)



26.

27.

mplDO018.tex, mID008.tex
Tarkastellaan yhtéalod y' = —2a(t — 1)y. Ratkaise aluksi analyyttisesti (saat kdyttaa
Mapleakin.)

Totea kuvasta ja derivaattaehdosta yhtalon stabiilisuus/epéstabiilisuusalueet. Ota
kuvassa ja aina tarvittaessa vaikkapa a = 5.

Ratkaise yhtalo seka Eulerilla ettd BE:lla. Sopivia arvoja voisivat olla vaikkapa
h = 0.2, vali: [1,4.5], y(1) = 1.

Vertaa kokeellisesti stabiilisuukayttdytymista teorian ennustamaan ja pane merkille,
miten epéstabiilisuus kaytdnnosséa ilmenee.

Taméa tehtava soveltuu erityisen hyvin Maplella tehtavéksi, se on pitkalle ideoitu
[HAM] sivulla 124, myés Euler ja BE ovat valmiina. (Koodit saa kurssin maple-
hakemistosta.) ** Tulee aputiedostoon **

** apu puuttuu, editoi viitteet! **

Vihje:

Viitteita:
http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf

http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus ylla)

a) Osoita, ettd funktio arctan £ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon
0?u 0%
— +— =0.
ox? = 0y?

(Tallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, ettd funktioilla u(z,y) ja v(z,y) on jatkuvat toiset osittaisderivaa-
tat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou Ov Ov ou

or  dy dr  dy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

¢) Olkoon f(z,y) = 23y* + 2* siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fizy, foyz,
fyzz ja totea, etta ne ovat samat.



28.

29.

30.

Seuraava toistokésky soveltaa Eulerin menetelméé alkuarvotehtévan y' = sin(zy),
y(0) = 1 ratkaisun likiarvon y(1) laskemiseen. Kokeile kiskyja askelpituuksilla h =
0.25,h =0.1,h = 0.01 ja h = 10~%. Miké menee pieleen viimeisessi kohdassa?

f:=(x,y)-> sin(x*y);

Digits:= 4;

n:= 4;

h:=1/n;

y[0] = 1;

for k from O to n-1 do (paina té&ssd kohti Shift+Enter)
y[k+1] := y[k]+h*f (k*h,y[k]) (samoin)

od;

Vihje:

Ratkaise alkuarvotehtava
y' +3y +3y=1-¢e"y(0) =2,4(0) =0,

ja piirrd ratkaisun kuvaaja valilla 0 < x < 10.

Vihje: Diffyhtalon saat ratkaistua komennolla dsolve. Yhtélossa esiintyvait derivaatat voit ilmoit-

taa komennolla diff, ja derivaatan pisteessa 0 voit ilmaista derivaattaoperaattorilla D(y) (0).
Maple,Matlab (HZTlO)

a) Ratkaise alkuarvotehtava

y —y=cosz, y(0)=1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Matlabilla. Piirrd ratkaisukéyra.

b) Anna alkuarvoksi symboli ¢ ja piirrd ratkaisukdyrdaparvi sopivalla valilla, kun
c=-0.9,-0.8,...,0.

Milta parvi nayttaa suurilla x :n arvoilla. Tassa pitéisi erottua kolmenlaista
kaytosta.

Vihje: Maple: dsolve, Matlab: ode45

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.



31.

32.

33.

Kirjoita heiluriyhtdlo ©” + £ sin(©) = 0 ensimméisen kertaluvun systeemiksi, tai
toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloksi. Voit ottaa g/L = 1.

Laske ratkaisu sopivalla aikavililla (esim. [0, 10]) ja kolmella erilaisella alkuarvolla,
joilla saat erityyppiset ratkaisut.

Piirra ratkaisukayrat aikatasoon ja trajektorit faasitasoon.

Ratkaise RA-tehtava

y'=y*—1, y(0)=0, y(1)=1.

Maplella. Yritd ensin analyyttista. Jos/kun mitédén ei palaudu, voit asettaa esim
infolevel [dsolve] :=3:. Naet ainakin, mita Maple yrittaa.
Siirry sitten tyyppiin numeric, homma sujuu ongelmitta.

Muutaman kokeilun jalkeen huomasin, ettei sujukaan. Numeerisen ratkaisun maa-
ritteleminen parametrista riippuvaksi funkioksi on aikamoista temppuilua, téllaisel-
la kurssilla ei kannata sithen paneutua, koska Matlab-ratkaisu on hyvin selked ja
ongelmaton.

Muutetaan tehtava helpommaksi:

Suorita Maplella suoraan reuna-arvotehtavéin ratkaisu (luultavasti Maple laskee sen
differessimenetelmélld). Syntaksi on aivan sama kuin alkuarvotehtévélle, nyt vain
annetaan pelkit reunaehdot.

Helpin esimerkkien avulla paaset kiinni ratkaisufunktioon.

a) Osoita, ettd funktio arctan ¥ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon
P*u  0*u
—+ — =0.
ox? = 0y?

(Téallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, etta funktioilla u(x,y) ja v(z,y) on jatkuvat toiset osittaisderivaa-
tat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou B ov  Ov ou

or ~ dy dr  dy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

¢) Olkoon f(z,y) = 23y* + 2* siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fizy, foyz,
fyzz ja totea, ettd ne ovat samat.



Differentiaali- ja integraalilaskenta

34.

35.

36.

mplDi001.tex ([HAM] ss. 48-50)

Funktiolausekkeen derivaatta muodostetaan diff-komennolla.

Maéarita seuraavien funktioiden 1. ja 2. derivaatta ja sievenna tulokset simplify-
komennolla.

62% + 322 — 20+ 1, 52111 , cos(x® + 1) , arcsin(2z + 3) , V1 + 2 | arctanz

)

Vihje: Voit myos kirjoittaa lausekkeen tyoarkille, koskettaa sita hiiren oikealla “context sensitive’

nédppéimelld, jolloin saat joukon Maple-komentoja, mm. diff, simplify ym.

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, Maplediffint, lauseke, symbolinen deri-
vointi, diff

Viitteet:

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

mplDi002.tex
Olkoon f(z) = 2% — 4. Muodosta integraalifunktiot

/f(ac) dx, fii)

Tarkista tulokset derivoimalla.

Vihje: int ja Int. Voit myés aloittaa: int <ESC-nippdily>, saat valikon, josta valitset [-merkin

ja téydennét luonnollisen tapaan. Kéayta simplify-komentoa tarvittaessa.

Luokittelu, Avainsanat: Maplediffint, int,Int,Mapleperusteet

mplDi003.tex
Maarita seuraavat integraalit:

/ e tdt ja / e~ dt.
0 0

Vihje: Aireton: infinity. Huom: Voit kirjoittaa int(ESC), saat valikon, josta voit valita miirityn
integraalimerkin, rajojen paikalle kirjoitat sopivasti, ylarajan voit aloittaa infi(ESC), jolloin Maple
antaa taas valikon, josta voit valita co-symbolin.

Toki voit kirjoittaa “vanhan hyvin ajan tapaan” int(f,t=0..infinity).



37. mplDi004.tex
Huom! Alla jotkin kaavat html-sivulla epéselvié, suositus: avaa pdf-tiedosto (ellet
jo avannut).

Laske seuraavat integraalit. Maaraaméttomien integraalien tapauksessa tarkista tu-
loksesi derivoimalla. Maaratyissa integraaleissa, joista Maple ei suoriudu voit kayttaa
numeerista integrointia. Laske joitakin esimerkkeja (kuten h-kohta) “symbolisesti”
ja sitten tulokselle numeerinen likiarvo ja toisaalta suoraan numeerisesti.

Huomaa, etta ns. “suljettu muoto” on nykyisin epaméarainen késite, silla useat “pe-
rinteisesti mahdottomat” integraalit voidaan lausua Maple:n tuntemien erikoisfunk-
tioiden (kuten erf) avulla.

Psinzdr b [ xcosa?dx

) Jo
e ¢) [sin3xy/1 —cos3zdr d)[Inazdx
o e) [22/x +4de f) [} Vot + ldx
)

a

2

o g) Jgetdr  h) [ e dx

[e.e]

Vihje: Integrointikomento on int. Lisiksi on komennon muoto Int, joka on ns. “hidas muoto”
int:std (“inert function”).

Numeerinen integrointi  saadaan  aikaan  yhdistelmalla  evalf(Int(...)) tai
int(,...,numeric).

Muoto evalf (int(...)) yrittda ensin symbolista, ja evaluoi tuloksen. Jos symbolinen ei onnistu,

integroi numeerisesti. Siksi saattaa olla paljon tehottomampi numeeriseen integrointiin.

Avainsanat: mapleDiffint, symbolinen integrointi, numeerinen integrointi,erf



38. mplDi005.tex
Maple, Mathematica , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Laske integraali
2 cos T
[ —
o 13 —12cos2x

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Mika itse
asiassa on integraalin arvo?

Vihje:

Mathematica:

Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla

NIntegrate. Jilkimmaéisessd sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelméé, jon-
ka valintaan myos kayttdja voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation Notes.

Maple:
Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla int, numeerinen funktiolla
int(...,type=numeric) tai evalf (Int(...)). Numeerisessa sovelletaan suoraan jotakin numee-

risen integroinnin menetelméd, jonka valintaan myo6s kayttaja voi vaikuttaa.

Esim: evalf(Int(f, x = 0 .. 2, digits = 20, method = _Dexp))

Matlab:

Integrandi médritelldén funktioksi (helpoimmin funktiokahvaksi “function handle”). Sitten quad-
alkuiset Matlab-funktiot.

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplDixx.tex, matlabteht/mlDiffint/mlDixx.tex
mmateht/mmaDiffint/mmaDi100

Avainsanat:

Symbolinen integrointi, numeerinen integrointi, funktiot, lausekkeet

Ratkaisu: ON (mplDi005R.mw, mplDi0O05R.pdf)
Viitteet:

http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/m-files.html (Matlab:n
funktiokahva, function handle)



39. mplDi005a.tex (PA, P1, tharj. 2, s. 2011)

Harjoituksessa kaytetdan Maple-ohjelmaa. Toisen harjoituksen tavoitteena on sy-
ventda tietoja funktioiden késittelysté: aiheina ovat mm. derivointi, maksimointi,
yhtéloiden ratkaiseminen (ja iterointi jos jaa aikaa). Avaa Viikkoharjoitukset-sivulla
oleva tyoarkki ja kay lapi siind olevat esimerkit ja tehtavat. Sen jalkeen voit siirtyé
alla oleviin tehtéviin, mikéali aikaa riittaa.

1. Klikkaa hiirella Viikkoharjoitukset-sivun tiedostoa maple2.mw
(tdssd mplDi005aPohja.mw) ja avaa se ohjelmalla Maple 15. Kéy lapi tyo-
arkin tehtavat ja siirry sen jalkeen alla oleviin tehtéaviin.

2. Putoavan kappaleen nopeus v = v(t) toteuttaa differentiaaliyhtalon mov'(t) =
mg — kv(t)?, jos positiivinen suunta on alaspéin ja ilmanvastus on verrannol-
linen nopeuden nelioon kertoimella & > 0.

a) Osoita, ettd funktio
k
ot = [ (251

toteuttaa vaaditun differentiaaliyhtalon.

b) Miké on rajanopeus lim;_,, v(t)?

Vihje: simplify-késky ei tee sievennyksia aivan loppuun, koska se ei tiedé,
ovatko m, g, k positiivisia. Lisaé kasky assume (m>0 and k>0 and g>0) ja ko-
keile sievennysté sen jalkeen.

3. Kuulantyénnon tulos riippuu kuulan alkunopeudesta v, lahtokorkeudesta h ja
tyonnon suuntakulmasta x seuraavan lausekkeen mukaisesti:

v COS T (vsinx—l— \/v281n2x+2hg)

flz) = p :

missd « € [—m/2,7/2]. Kaytetddn Sl-jarjestelmén yksikoita ja oletetaan, etta
h =2 v =14 ja g = 9.81. Maaritd tyonnon optimaalinen suuntakulma ja
maksimitulos.

Kannattanee edetd seuraavien vaiheiden mukaan:

o Madrittele f funktiona; alé sijoita lukuarvoja téssa vaiheessa, niin voit tarkis-
taa, ettd lauseke on oikein.

» Sijoita lukuarvot h,v,g.

o Piirrd funktion f kuvaaja valilla —x/2 < x < 7/2 ja tarkista, ettd se niyttaa
jarkevaltéd. (Yleinen virhe: kertomerkkeja puuttuu!)

» Ratkaise maksimi kokeilemalla molempia tapoja: suoraan maximize TAI muo-
dosta yhtélo f'(x) = 0, ratkaise numeerisesti fsolve-késkylld, laske maksimi.

e Muuta saatu kulma asteiksi ja mieti, onko tulos jérkeva.

Avainsanat: mplDiffint, PeruskurssiP1, putoavan kappaleen diffyhtalo, differenti-
aalyhtalo, yhtalo, simplify, assume



40.

41.

mplDi006.tex  (Maple, Mathematica)
Laske integraali

/\/%47—26156

Yrité sieventdd tulosta (dlakd masennu, kun ei sievene). Derivoi, sievenné ja ham-
masty!

Vihje: Funktiot int (ja Int).

Tehtédva nayttad kovin viattomalta, mutta tulos voi yllattaa ja lisdtd kunnioitusta Maplen kykyihin.

Samalla nikyy, ettd integroinnin ns. “suljettu muoto” on nykyohjelmissa huomattavasti laajentunut

entisajoista.

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, integrointi, erikoisfunktiot

mplDi007.tex
[Isr] s. 46

Ilmapallon tilavuus kasvaa nopeudella 10cm?/s. Milld nopeudella séde kasvaa het-
kelld, jolloin pallon pinta-ala on 200cm??

Vihje: Periaate: V(t) = gmr(t)®, A(t) = 4nr?. Derivoidaan: V'(t) = lauseke, jossa esiintyy

r(t) ja r'(t) (implisiittinen derivointi). Tastd saadaan yksi yhtalo, josta voidaan ratkaista v/ V':n
(tunnettu) ja r:n avulla. r saadaan pinta-alaehdosta.

Voit aloittaa vaikka néain:

V:=(4/3)*Pixr(t)~3; A:=4xPixr(t) "2;
yht1:=10=diff (V,t);yht2:=200=4;

Huomaa, ettd diff soveltaa implisiittistd derivointia tuntemattomaan funktioon r(¢).

Ratkaisu:

>V := (4/3)*Pi*r(t)"3;

> A := 4xPixr(t)"2;

> yhtl := 10 = diff(V, t);

> yht2 := 200 = A;

> rl := solve(yht2, r(t));

> rl := max(rl); # Valitaan pos.

> dr := solve(yhtl, diff(r(t), t));
> subs(r(t) = r1, dr);

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, implisiittinen dervointi

Viitteet: [Isr] Robert Israel: Calculus: The Maple Way, Addison Wesley



42.

43.

44.

mplDi008.tex

Missé pisteissi Cartesiuksen lehden x® + v = 3xy tangentin suuntakulma jonkin
koordinaattiakselin suhteen on = 45° ? Piirra seka kédyra ettéd ko. tangentit (ainakin
joku tangentti).

Vihje: Implisiittinen derivointi ja numeerinen yhtalon ratkaisu fsolve lienevét paikallaan. Huo-

maa, ettd diff soveltaa implisiittistd derivointia tuntemattomaan funktioon y(z) (tai z(y)).

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, implisiittinen derivointi, yhtalén numeeri-
nen ratkaisu, fsolve

mplDi009.tex  (Maple, Mathematica)
1 —cosz
Muodosta funktion f(x) = arctan 1T cosz ensimmaéinen ja toinen derivaatta.
cos T

Piirra funktion ja derivaattojen kuvaajat.

Vihje: Derivaatat ovat aluksi todella sotkuisia. Kéytd komentoa simplify siistidksesi tulostusta.
Kuvat saattavat yllattaéd ja johdatella pohtimaan, miksi?

Ratkaisu:

f := x -> arctan(sqrt((1-cos(x))/(1+cos(x))))
plot(f(x),x=-2%Pi..2*Pi)

df := diff(£(x), x)

df :=simplify(df)

plot(df,x=-Pi..Pi)

d2f :=diff (df,x)

simplify (%)

V V V V V V V

Luokittelu, avainsanat: diff, simplify, plot,diffint1, peruskurssil

mplDi010.tex
Maarita funktion f(z) = arcsin(2z+/1 — 22) suurin ja pienin arvo valilla [—1, 1].

Kayta symboliohjelmissa perinteistd “diffistekniikkaa” kuvan kanssa, Matlab:ssa
raakaa “numeronmurskausta” tyyliin: linspace, plot, zoom, uusi linspace ka-
peammalla vélilla, find, ...

Vihje: arcsin on Mathematicassa ArcSin, Maplessa arcsin ja Matlabissa asin.
Symbolilaskentaohjelma saattaa johtaa oikeaan tulokseen puutteellisin perustein, jos tarkkoja ol-

laan.

Ratkaisu: Tamén kohdan ratkaisulinkissd Maple-ratkaisu, Matlab-ratkaisu vastaavassa Matlab-
kohdassa (../../matlabteht/mlDiffint /mlDi010R.m ja .pdf)

Avainsanat: Diffint1,max/min, dériarvot,peruskurssil



45.

46.

mplDi011.tex
Ohjelmat: Maple,Mathematica
Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiayrat y?> =z ja o —y = 3.

Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.

Ratkaisu: mplDi011.pdf (pdf-tiedosto),

mplDi011l.mw (Maple ws)

...mmateht /mmaDiffint/mmaDil07R.nb (Mma-notebook)

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplDiO11.tex, mmateht/mmaDiffint/mmaDil07.tex
Avainsanat:

Pinta-ala, integraali,diffintperusteet,peruskurssil.

mplDi012.tex

(Maple,Mathematica)

Méérité ellipsin 9224 16y* = 144 sisédén piirretyn (akselien suuntaisen) suorakulmion
maksimaalinen pinta-ala. Piirra ellipsi ja suorakulmio.

Ratkaisu: Maple: mplDiffint/mplDi012R.mw
mplDiffint/mplDi012R.pdf

Avainsanat: Diffint1, aariarvot, peruskurssil,diffintperusteet



47.

48.

mplDi013.tex
(Mathematica,Maple)

Maarita funktion ]

flw) = 2+sinz

integraalifunktio ja piirra sen kuvaaja. Onko tama jatkuva? Pitaisiko sen olla jatku-
va? Laske funktion integraali jakson [0, 27] yli a) integroimalla analyyttisesti komen-
nolla Integrate, b) integroimalla numeerisesti komennolla NIntegrate, ¢) muodos-
tamalla ensin integraalifunktio komennolla Integrate ja sijoittamalla rajat tdhan
korvausoperaattoria kdyttaen.

Vihje: Mathematica:

Komennolla Integrate lasketaan sekd integraalifunktio ettd méérdtty integraali. Numeeriselle

integroinnille (méadrityn integraalin laskemiseen) on komento NIntegrate. Korvausoperaattori on
ReplaceAlleli /. .

Maple: Integrointi: int, “hidastusmuoto”: Int.
Numeerinen integrointi: int (lauseke,x=a..b,numeric).

Arvon (a) sijoittaminen lausekkeen (F) muuttujaan (x): subs(x=a,F)

Ratkaisu:

> f := 1/(2+sin(x)) # (Tydarkilla matem. notaatio)

> F:=int(f,x)

> plot(F,x=0..2%Pi) # Oho, integroimisvakiot ei yhteensopivat.

> subs(x=2*Pi,F)-subs(x=0,F)

> simplify (%) # Ei voi olla, integroitava pos. koko v&lilla
> int(f,x=0..2%Pi)

> evalf (%)

> int (f,x=0..2%Pi,numeric)

mplDi014.tex

(Mathematica,Maple)

Laske kardioidin » = 1 + cos¢ kaarenpituus. Piirra kuvio. Miten saat kardioidin
kuvan oikeanmuotoiseksi? Tuntuuko saamasi pituus uskottavalta?

Vihje: Kaarenpituusintegraali: [ds = [ \/2/(¢)? + y/(p)? de.



49. mplDi015.tex
Laske kaksinkertainen integraali

1 x?
/ / zv/1+ydydz.
0 J—z22

Laske tarkka arvo seka likiarvo.
Vihje: Huom: Maplessa voit kirjoittaa integraalit, neli6juuret ym. matemaattisena notaationa.

Téassé kaksoisintegraalissa syntyy jostain syysta oikeannékodisen matemaattisen kaavan kanssa vai-
keaselkoinen virhe:
Error, unable to parse integral ... . Kyse on differentiaalitermin tulkintavaikeudesta.

Perusnotaatio (int(int(...))) toimii varmasti.

Ratkaisu:

> int(int (x*sqrt(l+y), y = -x"2 .. x72), x =0 .. 1)
> evalf (%)

Avainsanat: diffint2, kaksinkertainen integraali, peruskurssi2

50. mplDi016.tex

Osoita, ettd funktio
1

T,Y,z) =
fey2) = e

toteuttaa Laplace yhtalon f, + f,, + f.. = 0.

Vihje: Laske osittaisderivaatat diff-komennolla. Tulos ei todennékéisesti suoraan anna nollaa,
vaan kaipaa sieventamista. Kayta tahan komentoa simplify.

Ratkaisu:

> f = 1/sqrt(x"2+y"2+z72)
> diff(f, x, x)+diff(f, y, y)+diff(f, z, z)
> simplify (%)

Avainsanat: diffint2, osittaisderivaatta, Laplacen yhtélo, peruskurssi2



51.

52.

mplDi017.tex

a) Osoita, ettd funktio arctan ¢ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon

Pu,
ox2 oy

(Téallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, etta funktioilla u(z,y) ja v(x,y) on jatkuvat toiset osittaisderivaa-
tat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou Ov Ov ou

or 9y dx Oy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

¢) Olkoon f(z,y) = x*y? + x*siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fi.y, feye
fyzs ja totea, ettd ne ovat samat.

Ratkaisu: mplDiffint/mplDi017R.mw ja .pdf

Avainsanat: Osittaisderivaatta, harmoniset funktiot, sekaderivaatat yhtyvat, dif-
fint2, peruskurssi2

mplDi018.tex

Approksimoi numeerisesti kahden desimaalin tarkkuudella polun
v(t) = (cos(4nt),t?),t € [0,1]

pituutta. Idea on, ettd jaat valin [0, 1] n kappaleeseen tasapituisia véleja, ja lasket
nédiden valien péatepisteita vastaavien koordinaattien etédisyydet yhteen. Néin ja-
koa tihentamaélla summan pitaisi ldhestya oikeaa pituutta. Muista, ettéd saat tarkan
pituuden laskemalla

[ 1@t

Vihje:



93. mplDi019.tex
Mat-1.1410 Matematiikan peruskurssi P1, syksy 2011, Pekka Alestalo

Harjoituksessa kaytetdadn Maple-ohjelmaa. Viimeisen harjoituksen tavoitteena on
tutustua integraalilaskentaan ja ratkaista siihen liittyva sovellettu tehtéavé. Lopuksi
tutustutaan tyoarkin esimerkkien avulla jonojen, listojen ja matriisien kasittelyyn,
jos jaa aikaa.

Tarkista oman ryhméisi aika ja paikka. Ota mukaasi (tdméin paperin li-
siksi) Viikkoharjoitukset-sivun Maple-pikaohje. My6s aikaisempien kier-

roste

1.

n malliratkaisut kannattaa kerrata.

Kay lapi edellisen kerran tehtava 3 Noppa-sivun malliratkaisun avulla, ellet
ehtinyt tehdé sita viimeksi.

. Klikkaa hiirelld Viikkoharjoitukset-sivun tiedostoa maple3.mw (puuttuu tasta

toistaiseksi) ja avaa se ohjelmalla Maple 15. Kay lapi esimerkit ja laske annetut
integraalit.

. Tyoarkilla on annettu katenaariin eli ketjukdyraan liittyva tehtavé, jossa et-

sitdan sellaisen koyden muotoa, jonka pituus on 6 ja jonka paédt on kiinni-
tetty pisteisiin (0,1) ja (3,2). Kay lapi esimerkkilaskut vaardsta yrityksesta
paraabelin y = g(z) = Az? + Bx + C avulla ja ratkaise sitten tehtivé oikean
lausekkeen

y=f(z) = Cllcosh(a(m —b)) +c

avulla. Ehdot tulevat siis muotoon f(0) =1, f(3) =2 ja

/03\/1+f’(:v)2dx = 6.

Piirra lopuksi funktioiden f ja g kuvaajat samaan kuvaan ja vertaa tuloksia.

Hyodyllisia vihjeita:

Vihje:

Kursoria ei tarvitse siirtda rivin loppuun ennen Enter-késkyé!
Nuolindppaimilla voi siirtyéd ylaindeksista pois; samoin murtolausekkeissa.

Pikandppaimia:

Ctrl 4+ Delete poistaa késky- tai tulosrivin

Ctrl + t siirtyy tekstitilaan

F'5 siirtyy tekstitilassa kaavankirjoitustilaan ja takaisin

Ctrl + k tekee uuden késkyrivin kursorin ylédpuolelle

Ctrl + j tekee uuden kaskyrivin kursorin alapuolelle

Ctrl + 1 (1 = label) liittaa viittauksen aikaisemman tuloksen numeroon



54.

95.

56.

57.

mplDi020.tex
Integroi rationaalifunktiot:

T b) x5+ 4
202 — 3x — 2 (22 4 2)?

a)

Saat kayttaa Maplea apuna, mutta komennot convert (lauseke,parfrac,x) (pu-
humattakaan int :std) ovat kiellettyja muuhun kuin tarkistukseen. Katso mallia
Maple-tyoskentelyyn vaikkapa /p/edu/mat-1.414/12000/inttekn.mws:sta. Tehta-
vien ei pitaisi olla kohtuuttomia kokonaan kasinkaan laskettaviksi.

** Linkki tuskin toimii, tee apu.zip **
Vihje:

Viitteita: Tama ja seuraavat n. 10 teht. kokoelmasta ... v2-3/H /harj2.tex (** Nootti
systeemin rakentajalle(HA) **)

mplDi021.tex

Tynnyrin korkeus on A, pohjaympyrosoiden séiteet a ja keskikohdalta otetun poikki-
leikkausympyrén sédde b (a < b). Laske tynnyrin tilavuus, kun sivulaudat kaartuvat
paraabelin muotoisesti.

Vihje: Sopii késinlaskuun ja Maple/Mathematica-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi022.tex
Laske sen alueen pinta-ala, joka on ympyran r = a sisdpuolella, mutta Bernoullin
lemniskaatan r* = 2a* cos 2¢ ulkopuolella.

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi023.tex
Laske asteroidin # = a cos®t,y = asin®t koko pituus. Piirrd mielelliin sekd Maplella
(tai Mma:lla) etta Matlabilla.

Vihje: Sopii késinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil



58.

59.

60.

61.

mplDi024.tex
Ketjukdyrdn y = acosh 2, |z| < a pyordhtdessd x-akselin ympéri syntyy katenoi-
diksi kutsuttu pinta. Laske sen ala ja piirrd kuva (sopivalla a:lla).

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi025.tex
Maarita ne p:n arvot, joilla seuraavat integraalit suppenevat ja maarita suppenevien
integraalien arvot.

o) 1
a) / r Pdx b) / r Pdx
1 0

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi026.tex

Selviti, suppeneeko [; In zdz. Integrointiin voit kiyttas Maplen int-komentoa. Tar-
joile ongelma Maplelle raja-arvona, johon sovellat 1imit-funktiota. Selvité tuloksen
oikeellisuus.

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi027.tex
Eulerin I'-funktio mééaritelladn kaavalla

[(x) :/ t"le7tdt, x>0
0

a) Osoita, ettéd integraali suppenee aina kun x > 0.

b) Johda osittaisintegroimalla palautuskaava I'(x):1le I'(x — 1):n avulla ja osoita sité
kayttéden, ettd I'(n+ 1) =n!, kunn =0,1,2, ... .

¢) Tutustu Gamma-funktioon piirtdmélla Maplella tai Matlabilla. Huomaa, etté
Matlabissa ei ole (ollut) muuta tapaa nln laskemiseen kuin Gamman avulla. Pik-
ku tarkennus (v. 2012): No, tokihan voi laskea: prod(1:n), mutta uudemmissa
versioissa on myos factorial.

Vihje: a)- ja b)-kohdat késinlasku(péaé-péaattely)tehtavia.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil



62. mplDi028.tex (Maple,Matlab)
Selvita, miksi seuraava Matlabin komentojono antaa exp-funktion (0:ssa muodoste-
tun) Taylorin n-asteisen polynomin kertoimet.

n=10,c=1:n,c=gamma(c+1),c=1./c,c=[1,c]

Huomaa, ettd kertoimet ovat kasvavan potenssin mukaan, joten jos/kun halutaan
laskea polyval-funktiolla arvoja, on tehtiavid y=polyval(fliplr(c),x);

a) Piirrd exp-funktio ja sen Taylorin polynomit T (z,0), arvoilla k =1...10 .

b) Suorita Maple-komento

seq(eval (subs(x=0,diff (exp(x) ,x$k) )),k=1..5); Se antaa varmasti idean,
miten Maplen ja Matlabin yhteistyolla voi kétevésti laskea minka tahansa funk-
tion Taylorin polynomeja x-vektorissa. Muodosta téalla tavoin joidenkin funktioiden
Taylor-polynomitaulukoita ja kuvia.

¢) Muodosta ja piirrd edellisid suoraan Maplella .

d) Kirjoita edellé olevat ideat (pieneksi, 2-3 komentoa) funktioksi taypolkert, joka
yksinkertaisesti ottaa argumentikseen (Vaikkapa Maplella saatavan ) derivaattajo-
non, jossa siis kasiteltavan funktion derivaatat on laskettu kehityskeskuksessa. Funk-
tion tulee palauttaa Taylorin polynomin kerroinjono. (Laskentapiste ei ndy Matlab-
funktiossa argumenttina, se tulee mukaan jo Maple (tai kyné/paperi)-vaiheessa.)
Palauta kertoimet alenevien potenssien mukaan, siis “polyval-sopivasti”. Alku voisi
olla téllainen:

function kertoimet=taypolkert(derjono)

% Lasketaan Taylorin polynomin kertoimet. Asteluku maaraytyy
yA derjonon pituudesta

% derjono: [f(x0),f’(x0),f’’(x0),...]

% pisteet, joissa lasketaan

Testaa funktiotasi ainakin samoilla kuin ennen funktion tekoa. Voi
tietysti  olla, ettd haluat mieluummin kirjoittaa funktion muodossa
function y=taypol(derjono,x) . Talléin polyval on mukana ja arvot las-
ketaan siis vektorissa x. No, tee miten haluat!

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint



63.

64.

mplDi029.tex (Maple,Matlab)
Laske sopivaa Taylorin polynomia ja siihen liittyvaa virhetermié hyvéksi kayttaen
likiarvo integraalille

1 2
/ Vxer dr
0

siten, ettd virheen itseisarvo on korkeintaan 107%. Tarkoitus on laskea Taylorin kaa-
van jaannostermin avulla, kuinka korkea asteluku tarvitaan, jotta virheraja varmasti
alitetaan.

Vertaa laskemaasi approksimaatiota Maplen evalf (Int(..)); - komennon anta-
maan arvoon.

Pohdittavaksi: Onko Taylorin polynomin kaytto hyvd numeerisen integroinnin me-
netelmé? Missa tapauksessa on ja missé ei?

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint

mplDi030.tex (Maple,Matlab)
Muodosta lemniskaatan 7% = cos 2¢ kaaren pituuden lauseke. Voit integroida vélilli
[0, 7/4] ja kertoa tuloksen 4:lla.

Kokeile integroida Maplella, kenties tulos on hieman yllattavé, laske numeerinen
approksimaatio evalf:lla.

Suorita with(student) : ja kokeile funktioita trapezoid ja simpson. Huomaa, etta
integroitava on singulaarinen péaatepisteessa, joten nailla taytyy jattda vali hieman
vajaaksi. Padsetko lahelle oikeaa tulosta nailla valineilla. Katso myos kuvia, niin in-
tegrandista kuin integraalifunktiostakin (Niin, Maple osaa tosiaankin sellaisen muo-
dostaal)

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint,numeerinen integrointi



mplFunktiot

65. Tiedosto: mplFunktiot /mplF03.tex (Maple,Mathematica, Matlab)

Maple on nyt ensisijainen, Matlab:n suhteen tee erityisesti b)-kohta.

Tarkastellaan funktiota

sin(x)
=1 .
a) Maple: Maarittele f lausekkeeksi, laske f:n arvo pisteessi z = —2.0 ja piirrd
kuvaaja valilla [—5, 5].
Matlab:

Tee vastaava asia Matlabilla, kirjoita skripti. Huomaa, ettd Matlabissa taytyy ensin
antaa x:lle numeerinen (vektori)arvo.

b) Tee samat asiat, mutta nyt méérittelemalld f funktioksi.

Vihje:
a)
Maple Matlab:
> fi=1-... >> x=...
> subs... >> f=...
> plot >> plot
b)
Maple Matlab
> fi=x—>1-... >> f:=0(x) 1-...

Ratkaisu: Ratkaisu:
mplFunktiot/mplFO3R.mw ja mplFO3R.pdf

Avainsanat: Maple perusteet, funktiot, lausekkeet, Matlab perusteet
Luokittelu: mplteht/mplFunktiot, matlabteht /mlPerusteet



66. Selitd, miksi nidin saadaan exp-funktion katkaistu Taylorin sarja. Suorita sitten
Maplella tdméntyylista:

> series(exp(x), x = 0, 10); # tai taylor(...);
> p:=convert (%,polynom) ;

> c:=coeffs(p,x);

> evalf (%) ;

Selitd, mitd néissa tapahtuu. (Tutki tarvitessasi helpilld komentoja niin Matlabissa
kuin Maplessa.)

Piirra ja taulukoi tulokset.
Vihje:

mplGrafiikka

67. Tiedosto: mplGO01.tex
Piirrd funktion f(x) = sin(8z) + sin(9z) kuvaaja.

Vihje: Tarkastele riittdvan pitkas vélia



68. mplG002.tex

a.) Suorita plot(1/x,x=-1..1); Miten saisit kuvan ndyttdméain paremmalta?

b.) Kokeile datan piirtoa tahén tapaan

h:=0.01: xy=seq([kx*h,1/(k*h)],k=1..100);
plot([xyl)

(Data annettu xy-pisteiden listana.)

c.) ja myos:

x:=[seq(k*h,k=1..100)]: y:=map(z->1/z,%);
plot(x,y)

(Matlab-tyylinen datan piirto (uusissa Maple-versioissa.))

d.) Kokeile nyt sitd Matlab-piirtoa vertailuksi viimeksi mainittuun:

h=0.01; x=h:h:1;
plot(x,1./x)

Vihje: a)-kohtaan:
( ?plot,options ). Etsi options-luettelosta discont=true- kohta. Kokeile myds, mita

discont (1/x,x); vastaa.

69. mplG009.tex

Kun suoritat komennon with(plots): saat kayttoosi mm. funktiot contourplot
ja implicitplot.

Kokeile vaikkapa contourplot(x~2+y~2,x=-5..5,y=-5..5) ja
implicitplot(x~2+y~2=1,x=-1..1,y=-1..1)

Piirrd funktion f(z,y) = ylnz + xlny korkeuskéyrié pisteen (1,1) ymparistossa.
Piirra erityisesti se, joka kulkee pisteen (1, 1) kautta.

Klikkaa hiirelld kuvaa ja etsi kdyrélta piste, joka on ldhella pistettd (1,1). Seuraa
pisteen koordinaatteja tyokalunauhan vasemmasta laatikosta.



70. [Matlab,Maple,Mathematica] (Vihjeet ja ratkaisut téssd vain Matlab/Maple.)

Piirré pintakuva ja korkeuskéyrapiirros funktiosta

f(z,y) =sin(3y — 22+ 1)+ cos(2y2 —21z).

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje:

1) Matlab

Kayttdjan taytyy itse muodostaa koordinaattihila ja sen pisteisséd korkeusarvomatriisi Z. Tamé
hoituu "teho-operaattorilla'meshgrid, johon kannattaa panostaa muutenkin.

Korkeusarvomatriisi Z tehddén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissd funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(x,y) = % — y2, niin kirjoi-
tettaisiin:

7Z=X."2 - Y."2;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myés colorbar yms.

Matlabilla korkeuskéyriin contour , voit my0s kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on ko-
keilla my6s korkeuskéyrien valitsemistapoja, clabel.

Al# diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon lihtokohta.

2) Maple:
Helpompaa, koska hila tehddén ohjelman toimesta. Tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa.
(Osin tosin varsin hienoa tdmékin, ja “context sensitive”).

with(plots):
plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d);
contour (f (x,y) ,x=a..b,y=c..d); # Tarkistal!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/mlGxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskayrat, korkeuskayrat



71. [Matlab,Maple,Mathematica] (Vihjeet ja ratkaisut téssd vain Matlab/Maple.)

Piirré pintakuva ja korkeuskéyrapiirros funktiosta

f(z,y) =sin(3y — 22+ 1)+ cos(2y2 —21z).

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje:

1) Matlab

Kayttdjan taytyy itse muodostaa koordinaattihila ja sen pisteisséd korkeusarvomatriisi Z. Tamé
hoituu "teho-operaattorilla'meshgrid, johon kannattaa panostaa muutenkin.
Korkeusarvomatriisi Z tehddén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissd funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(x,y) = % — y2, niin kirjoi-
tettaisiin:

7Z=X."2 - Y."2;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myés colorbar yms.

Matlabilla korkeuskéyriin contour , voit my0s kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on ko-
keilla my6s korkeuskéyrien valitsemistapoja, clabel.

Al# diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon lihtokohta.

2) Maple:
Helpompaa, koska hila tehddén ohjelman toimesta. Tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa.
(Osin tosin varsin hienoa tdmékin, ja “context sensitive”).

with(plots):
plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d);
contour (f (x,y) ,x=a..b,y=c..d); # Tarkistal!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/mlGxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskayrat, korkeuskayrat



72. mplGxx.tex, mlGxx.tex (mare.iex )
Matlab,Maple,Mathematica

f(z,y) =sin(3y — 2* + 1) + cos(2y* — 22).

Piirré pintakuva ja korkeuskéyrapiirros.

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje: Tutustu samalla Matlabin meshgrid:n toimintaan.
Korkeusarvomatriisi Z tehddén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

>> x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);
>> Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissé funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(z,y) = 2% —y?, kirjoitettaisiin:
Z=X."2 - Y.72;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myds colorbar yms.

Matlabilla korkeuskéyriin contour , voit myos kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on ko-
keilla my6s korkeuskéayrien valitsemistapoja, clabel.

Al diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon lihtokohta.

Maple: Helpompaa, mutta tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa. (Osin tosin varsin hienoa
tamikin, ja “context sensitive”).

> with(plots):
> plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d);
> contour(f(x,y),x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/mlGxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskayrat, korkeuskayrat



mplIntegraalimuunnos

73.

74.

mpll001.tex

Laske maéritelmén perusteella seuraavien funktioiden Laplace-muunnokset ja ilmoi-
ta muunnosfunktion méaarittelyalue.

Saat hyodyntad Maplea integroinneissa, mutta kirjoita kuitenkin ainakin jokunen
osittaisintegrointikaava ensin kéasin. Rajankaynnit tulee péaatelld ilman Maplea.

a) f(t) =12 b) f(t) =te™,
c) f(t) =cosat d) f(t) =sinat
Vihje:

Luokittelu:

Avainsanat:

Ratkaisu:

Viitteet:

mplI002.tex

Laske Laplace-muunnokset (samaan tyyliin kuin edelld).
1, tell,2] t, te€[0,1]

a) f(t) = b) f(t) =

) F@) {O,th[l,?] ) 1) {0,t>1

Vihje: [HAM] ss. ...

Luokittelu:

Avainsanat:

Ratkaisu:

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.



mplLausekkeet

75. Sievenna lauseke
r—1

-0+ 5)

Vihje: Kokeile funktiota simplify.

mplLineaarialgebra

76. Ratkaise yhtaloryhmé

Ax = Db,
kun
5 —-13 —-13 -2 7 —196
18 —4 30 -1 -—12 435
A=|-23 3 7T 15 7 |,b=| 11
9 36 -1 14 16 111
3 28 7T 14 5 195

Vihje: (Seuraavassa olevat kaavat eivit ndy kunnolla html-muodossa. Klikkaa pdf-linkkid

oikella.)
Matriisin voi syottaa joko vaakavektoreja paallekkéin latomalla:
A :=<ka | b|lc>,<dl| el £>>

tai pystyvektoeita vierekkéin:

A:=<<a,d> | , <b | e>,<f | c>>



7.

78.

Maple:
Muodosta Maplessa matriisi
a 0 5
A=1] 1 1 1
—a 0 0

(a) Maaérittele aliakset vihjeen mukaan.

(b) Muodosta karakteristinen polynomi suoraan mééritelman mukaan hy6édyntéen
aliaksia Det, Id.

(c) Muodosta karakteristinen polynomi LinearAlgebra-kirjaston
CharacteristicMatrix ja Determinant-komentojen avulla.

(d) Sovella factor-komentoa polynomiin (sattuu onnistumaan), ja ratkaise puut-
tuvat juuret solve-komennolla.

e) Néappaise hiirelld matriisia A ja paina oikeaa painiketta. Valitse Eigenvalues, ja
voit, kokeilla muitakin.

Vihje: Lataa kirjasto ja maarittele alias-nimet pitkille nimille:

> with(LinearAlgebra)
> alias(Det=Determinant,chmat=CharacteristicMatrix,Id=IdentityMatrix)

Tutustu tahén: http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/02/L/LA.html,
voit ottaa vastaavan .mMwWs:n pohjaksi. Kirjoita viitteen
http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/00/L/G-J.html

Maple-ty6 LinaerAlgebra-tyylilla, LA.mws/html:n mallin mukaisesti. Tarkista
rivioperaatiot ref- ja rref-aliaksia kayttden. Selvitd ratkaisujen “lukuméaéra”
(olemassaolo ja mahd. vapaiden parametrien méara). Tarkista lopuksi komennolla
LinearSolve.

Vihje: Maplessa on kaksi lineaarialgebrakirjastoa: vanhempi linalg ja uudempi LinearAlgebra.
Téassid tehtavissd opetellaan uudemman kayttod (se on mm. matriisien osien késittelyn kannalta
selkedmpéd, selvisti Matlab-vaikutteista). Samalla opitaan/kerrataan oikeaa asiaa liittyen lineaa-

risten yhtélosysteemien perusoppiin.



79.

80.

81.

Nyt emme enaé harjoittele rivioperaatioilla laskemista, vaan kaikissa on lupa kayttaa
ref/rref-aliasoituja funktioita.

Maérita kanta R:n aliavaruudelle, jonka virittavit vektorit v; = (1,1,0,0,1), vo =
(0,2,0,1,—1), vs = (0,—1,1,0,2), va = (1,4,1,2,1), v = (0,0,2,1,3).

Jos Aatu saa tulokseksi jotkin vektorit ja Ohky saa jotkin toiset (saman médirin
sentddn toivottavasti), niin miten selvitat, kumpi on oikeassa vai kenties kumpikin?

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

51 2 2 0
3 3 2 -1 —12
Olkoon A = , ja merkitddn sarakevektoreita ag,...,as. Ol-
8 4 4 -5 12
211 0 =2

koon B = [a;, ag, a4).

(a) Selvita, miksi ag ja as kuuluvat B:n sarakeavaruuteen col(B).

(b) Méérita nolla-avaruuden N(A) kanta.

(c) Olkoon T : R® — R* A:n médraama lineaarikuvaus, ts. Tx = Ax (ts. T = Ly,).
Selvita, miksi T ei ole injektio eika surjektio.

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

1 3 -1 4
Olkoon A=|2 1 5 7
3 4 4 11

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)



82.

83.

84.

(a) Olkoon A m x n-matriisi ja Ab = [Ab] liitdnndismatriisi. Lausu (valttdmaton ja
riittdvé) ehto rangien r(A) ja r(Ab) avulla sille, ettd yhtalosysteemilla Az = b olisi
ratkaisu(ja) (eli on konsistentti).

(b) Osoita, ettd m x n-matriisille A pitee r(A4) + n(AT) =m

Vihje: Puhdas kasinlasku.

(a) Osoita, ettd monomit 1,z, 2% ..., 2" ovat LRT R:ssi. (b) Osoita, ettd ne ovat
LRT myo0s jos méaritelyjoukkona on mikéa tahansa vili [a, b].

(Tietysti riittaa tehda pelkké (b), niinhan.)

Tapoja on monia: (a)-kohdassa vektoriyhtdlo voidaan derivoida toistuvasti ja laskea
O:ssa. Tai voidaan kayttad LRV-lemmaa ja todeta raja-arvokaytoksen perusteella,
ettd ¥ ei voi yhtyd alemmanasteiseen polynomiin.

(b)-kohta hoituu ainakin polynomien tekijoihinjaolla (ei haittaa, vaikka tulee
kompleksilukuja mukaan). Erds tapa olisi osoittaa, ettd ns. Vandermonden mat-
riisi on aina kaantyva (sarakkeet LRT). (Toisaalta tdmé tulee sivutuotteena, jos
kiytdmme jotain muuta tapaa.) Kyseessid on matriisi, joka saadaan, kun monomit
1,z,... 2" lasketaan n+ 1:ssé pisteessi xo, . . ., x,, (Pisteet vaakasuuntaan, potenssit
pystysuuntaan.) Maplen LinearAlgebra:ssa on VandermondeMatrix .

(¢) Piirra monomien kuvaajia vaikkapa valilla [—1, 1] ja yritd ndhda kuvasta lineaa-
rinen riippumattomuus. Piirrd monomeja isoilla perdkkaisilla parillisilla (tai paritto-
milla) n:n arvoilla ja totea "melkein LRV". Tamé ilmenee numeerisessa laskennassa
esim. interpolaatiopolynomin tapauksessa "hairidalttiutena".

Vihje: Puhdas késinlasku, paitsi c)-kohta.

Matriisin N sarakkeet ovat koordinaatteja, jotka rajaavat ison N-kirjaimen.
0 05 05 6 6 55 55 0
0 0 642 0 8 8 1.58 8

Piirra ensin tuo N.
1 0.25

0 . Taémaé on tyyppia

Sovella N:dan lineaarikuvausta, jonka matriisi on A =

"leikkaus", "shear". Piirra tulos.
Skaalaa sen jalkeen x-koordinaatit kertomalla luvulla 0.75 ja piirré taas.

Vapaaehtoinen lisdys. Pyorittele N:d4 "keskipisteen'ympéari siirtdmélla keskipiste en-
sin O:oon ja kertomalla sopivalla kiertomatriisilla ja siirtdmaélla lopuksi takaisin.

Vihje:  Ohje piirtoon: Nykyisin voidaan piirtdd datapisteitd (yhdysjanoineen) Matlab-
tyylisesti(kin) ndin: > plot(vi,v2);
Matriisin M rivi k : M[k,1..-1]
(Vrt. Matlab: M(k,:))
Vanhempi tapa: Piirrettdva data pisteiden listana:
> convert(Transpose(N),listlist); plot(%);



85. Ratkaise yhtaloryhma

Ax = b,

kun

5 =13 —-13 -2 7 —196

8 -4 30 -1 —-12 435

A=|-23 3 7 15 7 |,b=| 11

9 36 —1 14 16 111

3 28 7 14 5) 195
Vihje: Matriisin =~ voi  syottdd  joko  vaakavektoreja  padllekkdin  latomalla:
A :=<<a | bl c> <d ]| e | 2>

tai pystyvektoeita vierekkain:

A:=<<a,d> | , <b | e>,<f | c>>



86. (Kynéa-paperitehtava)
Tarkastellaan lammonjohtumista ohuessa metallilevyssa. Oletetaan, etta johtumista
tapahtuu vain levyn suunnassa, ja levyn reunoilla on annetut (ajan suhteen) vakio-
lampotilat. Levyn lampotilat eri pisteissa asettuvat ajan kuluessa arvoihin, jotka
ovat ajan suhteen vakioita, talloin puhutaan lampdétilajakauman tasapainotilasta

("steady state"). Tehtédvana on méérittdd lampotilajakauma levyssa tasapainotilan
vallitessa.

Tarkastellaan kuvan mukaista tilannetta: (Klikkaa oikealla olevaa pdf-linkkia, niin
kuva nékyy kunnolla.)

——= 20----20---20----
I I I I I
10----x
I | I I I
10----x
I | I I I
~==-20----20----20---

Kuvassa nékyvit annetut vakioreunalampotilat (reunachdot). Tehtavani on laskea
ratkaisuapproksimaatiot *:114 merkityissé sisasolmupisteissa kayttaen seuraavaa pe-

riaatetta: Lampotila levyn solmupisteessé on naapurisolmujen lampdotilojen keskiar-
vo.

Jos indeksoidaan solmupisteiden lampétilat vaakarivijarjestyksessa: 11, ... Tg, voi-
daan ryhtya kirjoittamaan yhtaloité tyyliin:

7"1 — 20+10~£T4+T27 o

Kirjoita koko 6 x 6- yhtélosysteemi "standardimuodossa’.
Huom: Tasapainotilaratkaisu saadaan ns. Laplacen yhtilon V2T = 0 ratkaisuna.
Tassa esitettyyn likimaédrdaismenettelyyn ns. differenssimenetelmddn

Ratkaisua pyydetadn seuraavassa tehtéavassa.



87. Ratkaise edellisen tehtévin yhtilosysteemi Maplea (tai Matlabia) kéyttéien. (Téssé
Maple-ohjeet.) Muodosta sitten edellisen tehtavin kuvan mukainen 4 x 5 matriisi,
jossa on annetut reunalampdétilat sekéd lasketut sisalampotilat oikeilla kohdillaan.
Ota nurkkapisteiden lampdétiloiksi kahden naapurisolmun lampotilojen keskiarvo.
Piirré kuva, pyorittele hiirella.

Vihje: Tehtdvissa riittda kiytelld LinearAlgebra-kirjaston funktiota LinearSolve.

Ratkaisuvektorin muokkaaminen matriisiksi onnistuu mukavasti, kun leikkaat/liimaat alla olevan
funktioméaarityksen Maple-tyoarkillasi. (Suorita leikkaus pdf-tehtévéitiedostosta.)

Reshape:=(vek,m,n)->Matrix(linalg[matrix] (m,n,convert(vek,list)));

Funktio on tehty vastaamaan Matlabin funktion reshape kaytosta siind tapauksessa, jossa vektori
muutetaan annetun kokoiseksi matriisiksi.

Lampétilamatriisin rakentelu kannattaa hoidella (Matlabinomaiseen) tyyliin:

Tsisa:=Reshape(T,2,3); # vektorissa T on ratkaisulampotilat.
Tiso:=Matrix(4,5,0);
vaaka:=<15|20[20]20130>;

pysty:=...;
Tiso[2..3,2..4]:=Tsisa;

Piirtdminen komennolla matrixplot (muista with(plots):)
matrixplot(Tiso,axes=boxed);
Pyorittele kuvaa hiirella.

Huom: Sanomattakin on selvia, ettd tehtavé sopii erikoisen hyvin Matlab:lle. Tés-
sé pikemminkin néytetdan, ettd Maplen LinearAlgebra-tyokaluilla voidaan matkia
Matlab-tyotapaa ja paésta lahelle samaa kasittelymukavuutta.

Lisatehtava: Tee ratkaisu Matlabilla!

Palataan asiaan perusteellisemmin Matlab-tehtéavien yhteydessa, jolloin kasitellaan
lahemmin differenssimenetelméa.



88.

89.

90.

Olkoon B = {1, cost,...,cos®t} ja C = {1,cost,...,cos6t}.

Suorita Maple-komennot:
> cos(2*t): Y=expand(%);
> cos(6%*t): Y=expand (%) ;

Olkoon H = sp(B). Osoita, ettd B on H:n kanta. (Tamé on miltei pelkké toteamus,
sehén palautuu monomien LRT- ominaisuuteen.) Varsinainen tehtavé:

Kirjoita C:n vektorien B-koordinaattivektorit (kayttden hyvéksi edelld viitatun
Maple-istunnon tuloksia) ja osoita niiden avulla, ettd C on LRT ja siis H:n kan-
ta.

Vihje: Merkinnat kirjan Lay Linear Algebra mukaiset.

Lay linalg s. 277 teht. 17

Olkoon B = {1,cost,...,cos®t} = {xo,...,x¢} ja C = {1,cost,...,cosbt} =
{yo,...,¥e}, kuten edellé (teht. mplLi012).

Edellé osoitettiin, ettd myo6s C on avaruuden H =sp{xXo,...,Xe} kanta.
(a) Muodosta P = {[yO]B | [yg]B}, ja laske P~
(b) Selitd, miksi P~1:n sarakkeet ovat vektorien Xg, . . ., xg C-koordinaattivektoreita.

Kirjoita sitten trigonometrisida kaavoja, joilla cost:n potensseja voidaan lausua
moninkertaisten kulmien kosinien avulla. Esimerkkind sopivasta kaavasta olkoon:
5cos®t —6costt +5cos®t — 12 cosb t.

Tallainen esitysmuoto on mm. integroinnin kannalta erityisen hyodyllinen, kuten
varmasti tiedat.

Vihje: Merkinnét kirjan Lay Linear Algebra mukaiset.

Opiskelija ottaa lainaa 10000 euroa hetkelld k£ = 0 ja ryhtyy maksamaan sita takaisin
kuukauden péaasta hetkella & = 1. Kuukausikorko on 1% (huh!) ja takaisinmaksu
tapahtuu kiintein maksuerin 450 EUR /kk

Olkoon y; k:n kuukauden kuluttua jaljelld olevan velan méaaré. Kirjoita differens-
siyhtélo yy:lle.

Muodosta taulukko ja graafinen esitys, jossa on pisteet (k,yx), ja selvitd sen pe-
rusteella, miten kauan velan maksu kestda ja miten paljon rahaa opiskelijaparka
kayttaa koko projektiin.

Luokittelu: Differenssi- ja differentiaaliyhtalot, Maple-perusteet.

SIIRRA!!
Vihje:



91. Maple:

Muodosta Maplessa matriisi

a 0 5
A= 1 11
—a 0 0
(a) Muodosta karakteristinen polynomi LinearAlgebra-kirjaston

CharacteristicMatrix ja Determinant-komentojn avulla.

(b) Sovella factor-komentoa polynomiin (sattuu onnistumaan), ja ratkaise puut-
tuvat juuret solve-komennolla.

c) Néappdise hiirelld matriisia A ja paina oikeaa painiketta. Valitse Eigenvalues, ja
voit kokeilla muitakin.

Vihje:

mplPerusteet

92. Tiedosto: mplP001.tex
Ohjelmat: Maple, [Mathematica]

Sievenna lauseke )
x J—

- H0+%)

Vihje: Kokeile funktiota simplify.



93.

94.

mplP002.tex (PA P1 s.2011)

1. Klikkaa hiirelld (Viikkoharjoitukset-sivun) tiedostoa (maplel.mw) téssé
mplP002Pohja.mw ja avaa se ohjelmalla Maple 15. K&y lapi tyoarkin tehtavat
ja siirry sen jalkeen alla oleviin tehtéviin.

2. a) Kokeile Maplen voimia seuraavien sarjojen kohdalla:

n;ﬁ’ ;ﬁ’ nz::oznjur o

on otettava mukaan, jotta vastaava osasumma olisi vahintadn 1007
(sum, evalf, infinity)

Vihje:

mplP002a.tex (PA P1 s.2011)

Fibonaccin lukujono (f,,) méaaritellian alkuehdoilla fo = 0, f; = 1 ja palautuskaa-
valla f,10 = fn + for1, kun n > 2. Samat luvut saadaan suoraan lausekkeesta

fu= " = (=)™

5

arvolla ¢ = # Maérittele f,, = f(n) funktiona ja osoita, ettd seké alkuehdot ettéa
palautuskaava toteutuvat.

Vihje: Maarittele aluksi phi:= ... Palautuskaavan kohdalla on helpompi osoittaa
jokin lauseke nollaksi kuin verrata kahta hankalaa lauseketta.

(sqrt, simplify, expand)

Vihje: Muista funktioméaritys:
f:=n->...



95.

96.

97.

mplP002b.tex (PA P1 s.2011)
Intialaisen matemaatikon Srinivasa Ramanujanin (1887-1920) keksimén kaavan mu-
kaan

1 2v/2 & (1103 + 26390n) (4n)!

= o801 2= 3964 (nl)4

n=0

Tutki (numeerisesti), monennenko osasumman avulla saadaan luvun 1/7 likiarvo 50
desimaalin tarkkuudella.
b) Maarittele sarjan yleinen termi a, = a(n) funktiona ja laske raja-arvo

Qp+1

g = lim .
n—0o0 an,

Sarja suppenee siis suunnilleen samaa vauhtia kuin sellainen geometrinen sarja, jon-
ka suhdeluku on gq.
(Pi, sqrt, sum, evalf(luku, desimaalien lkm), limit)

Vihje: Muista funktioméaritys:

a:=n-> ...
Suorita Maplella :

> series(exp(x), x = 0, 10); # tai taylor(...);
> p:=convert (%,polynom) ;

> c:=coeffs(p,x);

> evalf (%) ;

Selitd, mitd néissé tapahtuu. (Tutki tarvitessasi helpilld tyyliin ?convert.)

Piirré polynomin p kuvaaja sopivalla valilla.

Etsi lukujen 12343243 ja 7681 suurin yhteinen tekija.

Vihje: Suurin yhteinen tekija lasketaan funktiolla igcd. Jos my6s kertoimet halutaan tietds,

kannattaa kiyttda funktioita igcdex.

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, mplPerusteet, syt, ged, lukuteoriaa



98. mplP006.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

1. Laske 2'%3 73 €5 neljallikymmenelld (40) numerolla.

. . . . . 2 3171 @ . . . e ?
2. Mika rationaaliluvuista <=, <5, 173 approksimoi parhaiten 7:té

3. Kumpi luvuista 7¢ , €™ on suurempi?

Vihje:

7evalf
7?factor

99. mplP007.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Madrittele polynomilauseke p = 23 — 422 + 32 + 2.
Maarita p:n juuret ja piirra kuvaaja valilla, joka sisaltaa juuret. Maarita myos pai-
kalliset aériarvot.

Vihje:
p:= ... (ei siis p = ... (kuten Matlabissa))
plot(p,x=a..b)
7plot

solve yrittaa tarkkaa analyyttista ratkaisua (vaikka onnistuisi, voi olla turhan mutkikas)
fsolve numeerinen ratkaisija

Luokittelu: Maple perusteet, lausekkeet, yhtalot, nollakohdat, grafiikka

100. mplP008.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Piirra samaan kuvaan x* ja 27 ja selvitd, kuinka monessa pisteessi ne leikkaavat.
Varmaan joudut piirtaméan useita kuvia eri alueilta.

Suurimman juuren etsimisessa voi oikean alueen ehka loytda nopeimmin tyyppia
seq([x74,27x] ,x=a. .b); olevalla komennolla.

Tutki fsolve-komennon help-teksti ja maarité likiarvo suurimmalle juurelle.
Vihje: seq(f (x),x=a..b) toimii kokonaislukuaskelin.

Toki askel voidaan sdatda halutuksi tdhan tyyliin:

jono:=seq(a+i*h,i=0..10);

Luokittelu: Maple perusteet, jonot (seq), yhtélot, nollakohdat, grafiikka



101.

102.

103.

mplP009.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)
Mité tekevat seuraavat Maple-komennot:

sum(i~2,i=1..10);

ifactor(1998); # Maple-oppaan kirjoitusvuosi
ifactor(2012); # Aikaa on kulunut.

solve ({x+2*xy=5,x"2+y"2=10},{x,y});
solve([x+2xy = 5, x"2+y~2 = 10], [x, yl)

V V V V V

Vihje: Kaksi solve-komennon muotoa liityvit tietorakenteisiin. Edellinen kasittelee joukkoina,
jalkimméinen listoina. (Joukon alkioilla ei ole madrattyé jirjestystd painvastoin kuin listassa.)

jako.

mplP010.tex
Muodosta funktion cos(z) sin(x) ensimmaéinen ja toinen derivaatta ja piirrd kunkin
kuvaaja sopivaksi katsomallasi vélilld kenties mieluiten eri koordinaatistoihin.

Vihje:
mplP011.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Funktiolausekkeen derivaatta muodostetaan diff-komennolla.

Maérita seuraavien funktioiden 1. ja 2. derivaatta ja sievenna tulokset simplify-
komennolla.

62° 4+ 32 — 2z + 1, HtL | cos(z® + 1) , arcsin(2z 4 3) , V1 4+ 21, arctanz

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, Maplediffint, lauseke, symbolinen deri-
vointi, diff



104. mlP014.tex, mplP014.tex
Maple [Mathematica] , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Tarkastellaan funktiota

sin(x)
=1 .
a) Maple: Maarittele f lausekkeeksi, laske f:n arvo pisteessi z = —2.0 ja piirrd
kuvaaja valilla [—5, 5.
Matlab:

Tee vastaava asia Matlabilla, kirjoita skripti. Huomaa, etta Matlabissa taytyy ensin
antaa x:lle numeerinen (vektori)arvo.

b) Tee samat asiat, mutta nyt méérittelemalld f funktioksi.

Vihje:
a)
Maple Matlab:
> fi=1-... >> x=...
> subs... >> f=...
> plot >> plot
b)
Maple Matlab
> fo=x->1-... >> f:=©(X) 1-...

Ratkaisu: Ratkaisu:

mplPerusteet/mplPO14R.mw ja .pdf
mlPerusteet/ml1PO14R.m ja .pdf

Luokittelu:

mplteht/mplPerusteet/mplP014.tex, matlabteht/mlPerusteet/mlP014. tex
Avainsanat:

Mapleperusteet, funktiot, lausekkeet, Matlabperusteet



105. Laske funktion f(z) = e~ arvoja 0.5:n valein valilla 0. ..5, ja piirrd taulukoiduista
arvoista kuvaaja

Vihje: Midérittele f funktioksi tyyliin f:=x-> ...

Muodosta  jono seq-funktion avulla ja ymparoi se listasuluilla tyyliin:
h:=0.5: x:=[seq(k+*h),k=...]

Muodosta funktion arvot tyyliin y:=map(f,x)

Taulukon saat esim. array-funktiolla.

Datan voi piirtda nykyisin myos "Matlab-tyylilld": plot(x,y)
Ratkaisu:

x := [seq(.5*k, k = 0 .. 10)]
f = x->exp(-x~2)

y := map(f, x)
array([x, y1)
plot(x,y)

106. Laske funktion f(z) = e=* arvoja 0.5:n vilein valilli 0. .. 5, ja piirré taulukoiduista
arvoista kuvaaja

Vihje:
mplSarjat
107. Laske sarjan
> 2x — 1\*
kz:% (337 + 1)

summa. Milld arvoilla x € R sarja suppenee? Piirrd summafunktion kuvaaja.

Vihje: Summa lasketaan komennolla sum

108. (Maple ja Matlab)

Maéérita seuraavat summat:

000 1
Zk: ja Zﬁ
k=1 k=1

Vihje: Maple: Kokeile edelliseen sekéd sum etté add - komentoja, jalkimmaéiseen vain sum.

Matlab: Muodosta vektori 1,2, ...1000 ja sitten vain sum. Jalkimmaisessa voit laskea muutamalla,

toinen toistaan suuremmalla arvolla. (Numeerisesti et tietenkéédn voi summata ddrettomyyksiin.)



109. (Maple)

Maarita symboliset summat:

Zk‘ ja ZkQ.
k=1 k=1

Vihje: Maple-funktio sum
(Symbolinen summaus on integraalifunktion méaarittdmistd vastaava diskreetti tehtévé, usein jopa

vaikeampi.)

mplTodennikoisyyslaskenta

110. Luo funktiolla RND 30 satunnaislukua vililtad [0,1]. Kuinka moni luvuista osuu

valille [0,0.1)? Kuinka monen pitéisi osua?

Vihje:

mplVektorianalyysi

111.

112.

113.

Piirré seuraavien funktioiden tasa-arvokayrét:

b) sin(z)cosh(y)

c) cos®(z) cosh(y)
Vihje: Tasa-arvokéyrid voi piirtda kommennolla contourplot.

Piirra avaruuskayra

cost . sint

r(t) = ; i+ TJ + arctantk,

kun t € [1,T] ja T = 100. Maarita kdyrdn kaarenpituus ja tutki, onko silld raja-
arvoa, kun 17" — oo.

Vihje: Kéyra on luontevinta kirjoittaa vektoriksi r = {Cos[t]/t,Sin[t]/t,ArcTan[t]} ja las-
kea kaarenpituus integraalista [ |r/(t)|dt.

Méérita funktion f(z,y) = 2? — y suurin arvo ympyréilli 22 + y* = 1. Kéyta La-
grangen menetelméa.

Vihje: (diff, solve, f:= (x,y)->(x2+y). Jos et ehdottomasti osaa Lagrangen menetelmis,
lataa with(Student [MultivariateCalculus]) ja tutki LagrangeMultipliers-dokumentaatiota.



114.

TV-yhti6 on (pahaa aavistamatta) palkannut matemaatikon seikkailukilpailun juon-
tajaksi. Kilpailussa tehtavina on kiertdd mahdollisimman lyhyt reitti sen kolmion
sisdlld, jonka kérjet ovat pisteissd (0,0),(2,0) ja (0,2). Lahté tapahtuu pisteesté
(1,0), ja kilpailijan tarvitsee koskettaa jokaista muuta kolmion sivua ja palata sit-
ten alkupisteeseen Méarita lyhin téllainen reitti, ja sen pituus.

Vihje: Muodosta matkan funktio f(z,y) — mieti ensin, mitd kuvaa z ja mitd y, ja sen jilkeen,
kuinka etiisyys laskettaisiin (vihje: Euklidinen etéisyys). Tamén jéilkeen etsi funktion f kriittiset
pisteet, eli osittaisderivaattojen nollakohdat, ja tutki niiden laatua. Valitse néista pisteistd minimin

tuottava, ja laske pituus.

mplYhtilot

115.

116.

117.

Ratkaise yhtalo 22° 4 423 — 1422 + 1 = 0.

Vihje: Maplen funktio solve.

Maarita polynomin
p(z) = 2* —42® + 420 — 1

nollakohdat ja paikalliset minimit ja maksimit. Piirra kuva.

Suorita sekd Maplella ettd Matlabilla.

Vihje: Maplella voit yrittdd 3. asteen yhtdlon ratkaisua myos symbolisesti solve-komennolla.
Numeerisesti fsolve.

Matlabilla vain numeerisesti: roots.
Polynomin derivaatta: polyder

Maple , Matlab (w2ro)

Tarkastellaan vaestonkasvumallia

N(t) = Noe + S(e¥ = 1),
jossa otetaan huomioon biologisen lisdantymisen ohella myos maahanmuutto, jon-
ka oletetaan tapahtuvan vakionopeudella v yksilod vuodessa (netto). Oletetaan, et-
ta tietty populaatio on alunperin 10° yksilod, 435000 yksilod muuttaa "maahan'l.
vuoden aikana ja populaatiossa on 1564000 yksilod vuoden lopulla. Maarita luku
A Kayta tatd A:n arvoa ennustamaan populaation koko toisen vuoden lopussa, kun
oletetaan maahanmuuttovauhdin séilyvan vakiona.

Vihje: Maple: £solve, Matlab: fzero

Avainsanat: Epélineaarinen yhtalo, vaestonkasvumalli, epalineaarinen yhtalo, vaes-
tonkasvumalli.



118.

119.

120.

121.

[Maple tai Matlab]

Tarkastellaan vaestokasvumallia

jossa otetaan huomioon biologisen lisdantymisen ohella myos maahanmuutto, jon-
ka oletetaan tapahtuvan vakionopeudella v yksilod vuodessa (netto). Oletetaan, et-
ta tietty populaatio on alunperin 10° yksilod, 435000 yksilod muuttaa "maahan'l.
vuoden aikana ja populaatiossa on 1564000 yksiloa vuoden lopulla. Maarita luku
A Kéayta tatd A:n arvoa ennustamaan populaation koko toisen vuoden lopussa, kun
oletetaan maahanmuuttovauhdin sailyvan vakiona.

Vihje: Maple: fsolve, Matlab: fzero

Maple tai Matlab Etsi yhtilon 28 — 3627 + 5462% — 453625 + 224492* — 6728423 +
1181242% — 109584z + 40320 = 0 valilld [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z":n kerroin
luvuksi —36.001 ja katso, miké vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots

Maple
Maédrita ellipsin 922 +16y? = 144 sisién piirretyn (akselien suuntaisen) suorakulmion
maksimaalinen pinta-ala. Piirra ellipsi ja suorakulmio.

Maple , Matlab (u2r9)

Tarkastellaan viaestonkasvumallia
v

N(t) = Noe™ + <

(eAt - 1)7

jossa otetaan huomioon biologisen lisdantymisen ohella myos maahanmuutto, jon-
ka oletetaan tapahtuvan vakionopeudella v yksilod vuodessa (netto). Oletetaan, et-
ta tietty populaatio on alunperin 10° yksilod, 435000 yksilod muuttaa "maahan'l.
vuoden aikana ja populaatiossa on 1564000 yksilod vuoden lopulla. Maarita luku
A Kayta tata A:n arvoa ennustamaan populaation koko toisen vuoden lopussa, kun
oletetaan maahanmuuttovauhdin séilyvan vakiona.

Vihje: Maple: £solve, Matlab: fzero

Avainsanat: Epélineaarinen yhtalo, vaestonkasvumalli, epalineaarinen yhtalo, vaes-
tonkasvumalli.



122.

123.

124.

Matlab/Maple/Mathematica
H2T17/mIN1100/mplY100/mmaY100

Etsi yhtéilon 28 — 3627 + 54625 — 453625 4 224492* — 672842 + 11812422 — 1095842 +
40320 = 0 valilla [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z":mn kerroin luvuksi —36.001 ja katso,
mika vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots Mathematica: ...

Ratkaisu: Ratkaisutiedostossa lisdd variaatioita ja analyysid tehtdvaan.
Avainsanat: Polynomin juuret, numeriikka, héiricalttius, ill-conditioned

Matlab/Maple/Mathematica
H2T17/mIN1100/mplY100/mmaY 100

Etsi yhtéilon 2® — 3627 + 5462 — 453625 4 224492* — 6728423 + 11812422 — 1095842 +
40320 = 0 vélilla [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z”:n kerroin luvuksi —36.001 ja katso,
mika vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots Mathematica: ...

Ratkaisu: Ratkaisutiedostossa lisdéd variaatioita ja analyysid tehtévéan.
Avainsanat: Polynomin juuret, numeriikka, héiridalttius, ill-conditioned

Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrit y?> = x ja x —y = 3.

Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.



