Aalto-yliopisto, Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos

Tietokoneharjoituksia

mlCurveFit

1. Oletetaan, etta meille on annettu dataa muodossa (zx,yx).k = 1...m, johon muo-
dustuu kaksi murtopisteen erottamaa lineaarista suuntausta. Esimerkiksi

x=-2:0.1:4; y=0.2x%sin(3%*x);
y(x<1)=y(x<1)+0.56*(x(x<1)-1);
y(x>=1)=y(x>=1)+2x (x(x>=1)-1) ;

muodostaa selvin murtopisteen kohtaan z = 1. Intuitiivisesti tuntuu selvilta, et-
té tallaiseen dataan kannattaa sovittaa PNS-suoran sijaan paloittain lineaarinen
funktio, ts. ”"suora murtopisteelld.”

Kirjoita ohjelma joka tekee tdmén: ohjelman tulee valita murtopiste (s,t) tasosta
hiiren klikkauksen perusteella (kts. vihje) ja sovittaa paloittain lineaarisen funktion
dataan tdta murtopistetta kayttden, ts. sovittaa suoran

y=kr+b,r<s
pisteisiin (xg, yx), Tx < s ja suoran
y=kox+by,x>s

pisteisiin (xg, yx), Tx > S.
Vihje: Tehtdvan keskeinen osa on murtopisteen valinta ja datapisteiden suodatus.

Murtopisteen valintaan kannattaa kayttda ginput funktiota, joka valitsee klikatun pisteen kuvasta
tyyliin

[x y] = ginput(1);

Datan suodatukseen kannattaa kayttad MATLABIn loogista indeksointid: esimerkiksi valitaan
kaikki vektorin pisteet, jotka ovat pienempié kuin 5.

a = b(b<b);



2. mICFO01.tex [Maple: ../../mplteht /mplCurveFit/mplCF01.tex]
Hermiten interpolaatio: Interpolaatioehdoissa esiintyy myo6s derivaattoja.

Maarita 4. asteen polynomi p, joka toteuttaa ehdot:

(a) Késittele polynomi lausekkeena.
Tarkista tulos sopivasti subs-komennoilla ja piirrd kuva/kuvia polynomista ja
derivaatoista.

(b) Kaésittele polynomi funktiona.

Huom: 5 ehtoa ja 5 tuntematonta kerrointa = jarkevian tuntuinen tehtéva.
Yleisesti “jarkevallakdaan” Hermiten interpolaatiotehtéivalla ei aina ole yksikasitteista
ratkaisua (kuten ei nelidmatriisin maaraamalla lineaarisella yhtéloryhméllakaan —
siitdhén on kyse). Pelkkia funktion arvoja koskevalla interpolaatiotehtévéilla aina on
(koska “Vandermonden neliématriisi” on aina ei-singulaarinen).

Tassé opetellaan erityisesti Maplen katevaa ratkaisutekniikkaa.

Vihje: Kirjoita polynomi lausekkeeksi tyyliin:

p:=a*x"4+b*x"3 + .... ,

missé a, b, ..., e ovat madrattavit kertoimet.

Derivaatta: diff
Arvojen (x=0,x=1) sijoittaminen p:n lausekkeeseen: subs
Yhtalon ratkaiseminen: solve

Kaikista saat tietoa ndin ?7diff, ...

3. Muodosta interpolaatiopolynomi pisteistolle, joka saadaan laskemalla funktion
f(x) = cos(1+ x?) arvot tasavilisessi x-pisteistossi, jossa on 7 pistettd valilla [0, 3].
Piirrd samaan kuvaan funktio, datapisteet (rinkuloilla) ja interpolaatiopolynomi.

Vihje: help(doc) polyfit, polyval .
Sinun on tiedettiavd, mikd on polynomin asteluku.

Tarkistus: Kulkeeko polynomi kaikkien datapisteiden kautta.



4. Kirjoita funktio, jonka otsikko ja “help-kommentit” voisivat olla:

function [kertoimet,condnr]=vandinterp(xdata,ydata)

% Funktio laskee interpolaatiopolynomin kertoimet Vandermonden
% systeemin ratkaisulla ja palauttaa my\"os cond-luvun.

% Esim:

% xdata=0:5; ydata=xdata.*sin(xdata);

% [c,cnr]=vandinterp(xdata,ydata);

Laske vaikkapa kommenttiesimerkin tapaus ja vertaa polyfit-funktion antamiin ker-
toimiin. Piirrd data ja interpolaatiopolynomi. Kaytd arvojen laskentaan polyval-
funktiota.

Vihje: Olkoon p(z) = ag + a1z + ... + a,x™ etsitty polynomi.

Méérdtddan tuntemattomat kertoimet interpolaatioehtojen p(xzg) = yi,k = zo,...x, avulla

saatavasta lineaarisesta yhtalosysteemistéd ratkaisemalla.
Kirjoita yhtéloryhmé téssé yleisessd muodossa ja tee ensin Matlab-skripti tyyliin

xd=...;

yd=...;

A=...; 7 Yht.ryhman matriisi, help/doc vander

a= % Ratkaisuna saatava kerroinvektori, help slash (a=A\...)d
x=linspace(alkup,loppup); % x-pisteet piirt. varten
y=polyval(...); % Polynomin arvot x-pisteissa

plot(xd,yd,’0’)
hold on
plot(x,y)

grid on

Tarkistus: Kulkeeko polynomi kaikkien datapisteiden kautta.
Kun skripti toimii, tee sen pohjalta pyydetty funktio. Sovella funktiotasi johonkin tamén
tehtdvakokoelman interpolaatiotehtavaan.



5. Eris kemiallinen koe tuotti seuraavat datapisteet:

tdata=[-1 -0.960 -0.86 -0.79 0.22 0.5 0.93]; % Aikapisteet
ydata= [ -1 -0.151 0.894 0.986 0.895 0.5 -0.306]; % Reaktiotulokset

Tarkoitus on estimoida reaktiotulosfunktion y(t) arvoja valilla [—1, 1]

1. Piirra datapisteet.

2. Muodosta interpolaatiopolynomi ja piirrd samaan kuvaan.

3. Muodosta asteita 2,3,4 olevat PNS-polynomit ja piirrd samaan kuvaan

4. Sovita vield splini ja piirrd samaan.

5. Asettele grafiikkaikkuna paremmaksi vaikka tyyliin:
a=min(xdata)-0.1;b=max(xdata)+0.1;

c=min(ydata)-0.1;d=max(ydata)+0.1;
axis([a b ¢ d])

Kéytad myos legend-komentoa ja kokeile grid on
Vihje:

Ratkaisu:ml1CFO4ratk.m [Tulee, numero?]

6. a) Piirrd suorat y = 0.2 — 0.52,y = 0.2 + 22,y = —0.3 + 1.5z ja y = 0.95z.

b) Kirjoita suorat yhtdloA[z; y] = b PNS-mielessi, ja piirrd ratkaisu samaan kuvaan
suorien kanssa.

Vihje: Samaan kuvaan piirtdminen onnistuu komennolla hold on. PNS-ratkaisu tehddan MAT-
LABin backslashilla.



7. mlCF07.tex/mplCF07.tex // Matlab,Maple,[Mathematical

W.A Mozartin(1756-1791) savellyksié indeksoidaan Kochel-luvuilla, jotka ilmaise-
vat teosten sévellysjarjestyksen. Alla on erdita Kochel-lukuja, ja vastaavien teosten

sévellysvuosia.

Number Year
1 1761
75 1771
155 1772
219 1775
271 1777
351 1780
425 1782
503 1786
575 1789
626 1791

Kéyttaen tata dataa, arvioi teoksen Sinfonia Concertanten savellysvuosi, kun tiede-
tadn, etta sen Kochel-numero on 364.

Vihje: Piirrd ensin datapisteet tasoon, ja paédtd millaista menetelmdd kannattaa kéyttaa.

Epéilematta sopivan asteista PNS-polynomia. Suorita joitakin sovituksia, ja tarkista sitten tu-

los vaikka Wikipediasta.

8. a)

Luo dataa seuraavalla skriptilla:

r = 0.5+0.5%rand(10,1);
theta =2*pi*rand(10,1)
x = 3*r.*xcos(theta);
y = 3*r.*sin(theta);

ja piirrd data pisteittain.

Sovitamme dataan ympyrin muotoa (z — ¢1)* + (y — ¢2)? = r?. Ympyréin sovi-
tuksessa etsitddn kahta arvoa: ympyran keskipistetta (cq,cs), ja sen sadetta r.
Helpoimmin sovitus onnistuu huomaamalla, ettd (z — ¢1)* + (y — ) =1 &
2zct + 2ycy + (r? — &3 — c3) = x® + y%. Asettamalla c3 = r? — ¢} — 3, saadaan
yhtaloé muotoa

2xc) + 2ycy + 3 = 2% + 7.

Télle yhtalolle voidaan tehdé vaadittu datan sovitus, ja ratkaista arvot (cq, co, c3),
jonka jélkeen czsta ratkaistaan r.

Vihje: Pisteittdinen piirtdminen onnistuu komennolla plot (x,y,’.’). Ympyrén, jonka keskipiste

on (z,y) ja side r, voi piirtdd komennolla plot (x+r*cos(0:0.02:2%pi,y+r*sin(0:0.02:pi))).



9.

10.

Maple tai Matlab

Tutkitaan nk. Rungen ilmiété. Laske funktion g(z) = 1/(142?) arvoja tasaisin vilein
valilta [—5, 5], ja tee néihin pisteisiin perustuva polynominen interpolaatio. Piirra
sekd g(z) ettd P(x) samaan kuvaan. Mitd huomaat, kun valittujen datapisteiden
maaraé tihennetaan?

Kokeile interpolointia silloin, kun datapisteité ei valita tasavalisesti, vaan ne valitaan
Chebyshev-pisteiden .
JTN .
r;j=05cos(—),7=0...N
J ( N) J

mukaan.

Vihje: Polynominen interpolaatio kannattaa tehdd MATLAB-funktiolla polyfit. Funktio g kan-
nattaa madritelld funktiokahvan avulla: g = @(x)1./(1+x.72). Tasavilisid pisteistd saa funkti-
olla linspace

Sopii aivan yhtd hyvin Maplelle.

H2T14.tex/mlCF13.tex/mplCF13.tex
Matlab,Maple,[Mathematica]

Yhdysvaltojen perustuslaki vaatii, ettd maassa suoritetaan joka kymmenes vu-
osi véestonlaskenta. Ohessa on vdestonlaskennan tuloksia sadoissa miljoonissa
asukkaissa viime vuosisadalta.

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
76 92 106 122 132 150 179 203 226 248

Tee polynomi-interpolointi datalle, ja ennusta vieston maédrda vuonna 2010.
Kuinka ennusteesi suhtautuu laskennan todelliseen tulokseen: 308,745,538 laskettua
asukasta?

Sovita my0s eriasteisia PNS-polynomeja, vrt. Matlab Censusgui, lue Molerista:
http://www.mathworks.se/moler/interp.pdf Num. Comp. with Matlab, interpo-
lation

Vihje:



11. mICF15.tex [Maple: ../../mplteht/mplCurveFit/mplCF03.tex]

Opettajalle: (a)-kohta sopii ensitutustumiseen.

(b)-kohta on sikdli huono, ettd virhetermin suuruusluokka on toisesta maailmasta
(opettavaista kyllakin, mutta alkajaisiksi vaatii ainakin varoituksen).

Lisdd tehtdvin opetuksia ratkaisutiedostoissa.

(a) Muodosta interpolaatiopolynomi pisteistolle, joka saadaan laskemalla funktion
cos(1 + 2%) arvot tasavilisessé x-pisteistossé, jossa on 7 pistettd vélilla [0, 3].Piirra
samaan kuvaan funktio, datapisteet ja interpolaatiopolynomi.

(b) Arvioi (Lagrangen) interpolaatiokaavan virhetermin avulla interpolaatiovirheen
ylaraja yo. vililla ja vertaa todelliseen.

Lause Olkoot xg, z1, .. ., z, erilliset pisteet ja f (n+1) kertaa jatkuvasti derivoituva
funktio z,—pisteet sisdltavalla valilld. Jos p, on (1-kés) dataan (xy, f(xy)) liittyva
interpolaatiopolynomi, niin

_ M)
f(@) = pu(z) = m(w —xo)(x —w1) -+ (2 — @),

Vihje: Tassd on mahdollista harrastaa Maplen ja Matlabin yhteistyota. Virhekaavan derivaatta
muodostetaan tietysti Maplella ja lauseke sievennetdén. Itse asiassa piirtamaélla ja poimimalla
kuvasta maksimipisteen koordinaatit, saadaan riittdvan hyva arvio.

Toinen mahdollisuus on kayttdd Matlabin symbolic toolboxia.

Tulotermin voisi hoitaa tehokkaimmin Matlabissa ottamalla tihedn diskretoinnin ja kayttaméalla
max-funktiota. Maplessakin on max-funktio, lakenta on Matlabissa tehokkaampaa.

Miten tulotermi lasketaan Matlabissa? Vaikka tahén tapaan:

1. x=linspace(....,N)

2. Tedéddn matriisi X, jossa x-vektoreita allekkain n+1 kpl.

3. Tehd&a&n matriisi X0, jossa rivit

x0 x0 ... xO N kpl.
x1 x1 ... x1 N kpl.
xn xn ... xn N kpl.

Nama syntyvét vaikka meshgrid-komennolla tai ulkotuloilemalla ykkospystyvektorilla.
4. Vahennetdén matriisit ja prod()). Sitten vain abs ja max kehiin.

Tosi Matlabmaista! (Ei moitita, vaikka tekisit for-loopin, vain 8 kertaa kdydédédn, mutta hyvi ym-
mértdd Matlabin hienoa matriisiajattelua, muistiahan ei nykyisin tarvitse saéstelld.)

Avainsanat: Interpolaatio, kiiyran sovitus, interpolaatiovirhe, Lagrange



12.

13.

mlCF16.tex

Kuvitteellinen koe tuotti seuraavat tulokset. Tulosten perusteella tehtiin hypoteesi,
jonka mukaan pisteet noudattelevat paloittain vakiota funktiota, jolla on yksi
murtopiste, toisin sanoin, funktio, joka koostuu kahdesta vakio-osasta . Testaa
hypoteesi sovittamalla paloittain vakio funktio dataan kayttdmalla pienimmén
neliGsumman menetemad.

t b
0.0{ 0.9
0.1]1.01
0.2 1.05
0.3 ]0.97
0.4 ]0.98
0.5 1] 0.95
0.6 | 0.01
0.7 ] -0.1
0.8 | 0.02
09|-0.1
1.0 0.0

Vihje: Tehtdvd kannattaa aloittaa graafisella tarkkailulla, ja méaritelld silméma&adrdinen mur-

topiste. Taman jédlkeen on helppo muodostaa minimoitavat yhtalot.

mlCF20.tex
Pienimman neliosumman sovitus, PNS, LSQ

Lineaarialgebra-osioissa on aiheesta myos joitakin perustehtévia.

Tahén tiedostoon kootaan laskaripaperiin sopivia pikaohjeita ja mielen virkistyksia.



14. mICF21.tex (Kirjasta Froberg: Numerical Analysis 1985)
Joulukuun 1-28 paivana 1981 aurinko laski Lund:ssa klo 15.30:n ja 15.45:n valil-
14 seuraavan taulukon mukaisesti, misséd x tarkoittaa paivdd (1 < x < 28) jay
minuuttiméaaraa klo 15.30:n jéalkeen, jolloin aurinko laski.

19-21

22-23
24
25

26-27
28

W N -
N W d oo N o
NN O bW

10-18

Data voidaan esittéda varsin hyvin 2. asteen polynomilla. Maérita kertoimet ag, ay, as,
piirrd data ja polynomi. Mind péaivina auringonlaskuaika saavuttaa miniminsa
mallin mukaan.



mlDifferentiaali(yht&lot)

15. mID001.tex (iv3 harj.1 av 2001)
Tata tehtavad harjoitellaan Matlab-teknisesti loppuviikon harjoituksissa. Osattava
esittdd (ke 19.9.) liitutaululla késin piirtden periaatteessa.

Tarkastellaan diffyhtaloa ¢ = y — x alueessa —1 < x,y < 1,

Piirra xy-koordinaatistoon suuntakentta ja isokliineja kasin ja kokeile myos Matlabia
laskimen roolissa. Ota hilaviliksi aluksi vaikka A = 0.5.

Matlab-laskussa kannattaa muodostaa matriisi, sanokaamme K, jonka alkioina ovat
arvot y; —x;,1=1...5,7 =1...5 tahan tapaan:

h=0.5; t=-1:h:1;x=0:h:2
for i=1:5
for j=1:5
K(i,j)=y(i)-x(j)
end
end

Koska matriisissa rivi-indeksi i juoksee alaspéin, on helpompaa sijoittaa arvot
koordinaatistoon kadntaméalld matriisin sarakkeet ylosalaisin; tdmé tapahtuu
komennolla flipud. Katso siis matriisista f1ipud(K) arvot ja merkitse ne kynalla
piirrokseen. Tarkista kéisin (tai “skalaarilaskimella” (Matlabkin kéy)) muutama
alkio ainakin. (Hilan tihentdminen kdy nyt helposti muuttamalla vain ylla h:ta.)
Myohemmin opimme, ettd K-matriisin muodostaminen kédy kéatevimmin,
tehokkaammin ja rutiininomaisemmin néin:

x=...;y=... 7 Kuten edelld

[X,Y]=meshgrid(x,y);

K=Y-X; % Jos esiintyy kertolaskua, potenssia ym.,
% on varustettava pisteelld, siis
% .*%, .= ./ (taulukko-operaatiot)

Nyt meilld on kaikki data kerdttynd suuntakentdn piirtdmistd varten. Voit kat-
soa skriptid suuntakl.m alla aputiedostossa ja miettid, mité siind tapahtuu. (myos:
http://www.math.hut.fi/teaching/v/matlab/suuntakl.m)

Lopuksi voit kokeilla LAODE-funktiota dfield8 (versio v. 2012) , jonka kéytto ei
vaadi Matlabin tuntemista lainkaan. http://math.rice.edu/~dfield/

Avainsanat: matlabDiffyhtalot, mlbDifferentiaali,suuntakentta
Viitteet: [LAODE] Golubitzky-Dellnitz: Linear Algebra and Differential Equations
using Matlab, Brooks/Cole 1999.



16. mID002.tex [vastaava Maple: ...mplD003.tex| (iv3/2001, harj. 1)

Millad xy-tason kayrilli on ominaisuus: Kéyran tangentin kulmakerroin jokaisessa

pisteessa (z,y) on —% ?

Ratkaise yhtélé muuttujien erottelulla (“separation of variables”). Piirrd suuntak-
enttd isokliineja apuna kdyttiden kéasin vaikkapa alueessa [—2,2] x [—2,2].
Kokeile my6s LAODE-funktiota dfield8. Téssd on kéytettdva ahkerasti stop-

nappainta, ratkaisu ajautuu aina ongelma-alueelle, mikali x-akseli on mukana.

Voit myos taydentad kuvaa alussa laskemillasi ratkaisukayrilla tyyliin:

x=linspace(-2,2,30);y=x; [X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=... J, muista pisteitt\"aiset laskutoimitukset.
contour(x,y,Z,1:10); shg

Kokeile ja selita!

Vihje: Hae m-tiedosto dfield8 sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se Matlab-
polkusi varrelle.

Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MatlabDy, diffyhtalot, suuntakenttd, isokliinit, mlDifferenti-
aali(yhtalot)

Viitteet:

[LAODE] Golubitzky-Dellnitz: Linear Algebra and Differential Equations using Mat-
lab, Brooks/Cole 1999.



17. mID003.tex (iv3/2001, harj. 1, teht. 3) (Jatkoa: mlID007.tex)
Lisdantymiskykyinen populaatio, jonka lisddntymista rajoittavia tekijoitd ei ole,
noudattaa yleensa likimain Malthus’n lakia, ts. nykyhetkella kasvunopeus on ver-
rannollinen populaation nykykokoon.

Muodosta ilmiolle differentiaaliyhtdlomalli ja ratkaise.

Ratkaisussa esiintyy vakiot 19 = populaation koko alkuhetkella ja k = "lisdan-
tymiskykyvakio".

Taydenndmme vanhaa tuttua USA:n vakilukutaulukkoa arvoilla, jossa toinen rivi
ilmaisee vakiluvun miljoonissa ja ensimmainen vuosiluvun.

1800 1830 1860 1890 1920 1950 1980
5.3 13 31 63 106 150 230

a) Maarita k kahden ensimmaéisen datasarakkeen avulla. Tutki, mihin vuosilukuun
saakka malli antaa siedettavin tuloksen ja mista alkaen sietdmattoman.

b) Maarité k ensimmaéisen ja viimeisen datasarakkkeen perusteella (jolloin kyseessé
ei endé ole tulevaisuuden ennustaminen), ja tutki tdiman mallin kayttaytymista muis-
sa datapisteissa.

c¢) Havainnollista kuvilla, kiyta tarpeen mukaan logaritmista skaalaa.
Vihje: Voit valita ajan 0-hetken vuosiluvuksi 1800 (miksi?). Toki ei mitenk&én valttdméatonta.

Avainsanat:MatlabDy, diffyhtélot, mlDifferentiaali(yhtalét), populaationkasvu-
malli, Malthus’n laki

Vastaavanlaisia tehtavid: http://matriisi.ee.tut.fi/~piche/ode/ Pichet:
TTY 1999, course 73107 (hyvé kokonaisuus):

1) Perusesim tdhan kohtaan: In 1980 the population of Altlantia was 254512; in
1995 it was 294726. What is its population in 2000. (Vuosilukuihin voisi lisdta nyt
vaikka 15.)

2) Jatkoa: mlD007.tex



18. mID004.tex [Maple-versio: ..mplD004.tex] (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 1-2)

Laskuvarjohyppaajan yhtalo. Oletetaan, ettd hyppadjan + varustuksen massa =
m ja ilmanvastus on verrannollinen nopeuden neliooén, olkoon verrannollisuskerroin
= b. Télloin Newtonin 2. laki antaa liikeyhtélon:

mv’ = mg — bv?.

Olkoon yksinkertaisuuden vuoksi m = 1,b =1 ja g = 9.81m/s>.
Piirré suuntakentta.

Oletetaan, ettéd laskuvarjo aukeaa, kun v = 10m/s, valitaan tdméa alkuhetkeksi t =
0. Piirra tdma ratkaisukéyra suuntakenttapiirrokseen. Yritd ndhdé suuntakentésta,
ettd kaikki ratkaisut nayttavat ladhestyvan rajanopeutta v &~ 3.13 ja etta ratkaisut
ovat joko kasvavia tai pieneneviéd (ja milla alkuarvoilla mitdkin, ja mita tarkoittaa
fysikaalisesti)

Maarita rajanopeus suoraan yhtélosta.

Kéyta Matlab-piirroksiin funktiota dfield8 ja Maplessa DEtools-kirjaston DEplot-
funktiota.

Vihje: Kts. [HAM] ss. 169-170 tai ?DEplot

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttddn: DEplot,
grafiikkojen yhdistdmiseen: display.
dfield-ohje:

Hae m-tiedosto dfield8 sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se Matlab-polkusi
varrelle.
Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MatlabDy, MapleDy, diffyhtalot, suuntakentta, isokliinit, mplDiffer-
entiaali(yhtélot), mlDifferentiaali(yhtélot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998



19.

20.

mlDO005.tex (Pichet Course 73107)
Madrita diffyhtalon
v =2 —tx+ 4t
suuntakentta ja pisteen (x,t) = (—1,—1) kautta kulkeva ratkaisukdyra graafisesti
funktion dfieldzz avulla, misséd xz = 8 (v. 2012).
Mikéa on tdméan funktion minimipisten likiarvo (vaikka 2:n tai 3:n numeron tarkku-

udella).

Vihje: Hae m-tiedosto dfield8 sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se Matlab-
polkusi varrelle.

Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Kun sinulla on yhtdls, suuntakenttéd ja ratkaisukéyré, voit valita Edit/Zoom in, jolla paéset tarken-
tamaan minipisteen hakua (askeleen kerrallaan).

Ennen minimin hakua kannattaa poistaa piirtdmasi ratkaisukédyrdt Options/Erase solutions,

niin Options/Keyboard input-valinnalla voit antaa tarkan alkuarvon.

Avainsanat:MatlabDy, diffyhtalot, mlDifferentiaaliyhtalot, suuntakentté, dfield8

mlD006.tex
Kun Marsiin laskeutuvan luotain laukaisee laskeutumisrakettinsa, sen nopeutta ku-
vaa differentiaaliyhtélo

dl = Gm — EV2,

dt m
missa ¢g,, = 3.688 on Marsin painovoimakerroin, £ = 1.2 on aerodynaaminen vas-
tusvoima, ja m = 150 on luotaimen massa kilogrammoissa. Kéytéd vapaan pudo-
tuksen rajanopeutta alkuarvona (Marsissa rajanopeus on 67.056 m/s), ja ratkaise
yhtélo valilla [0 : 0.05 : 6]. Piirrd sekd nopeuden etta kiihtyvyyden kuvaajat.

Vihje:



21. mplD017.tex, mID007.tex
Huomasimme, ettd eksponentiaalinen kasvumalli, ns. Malthusn lakiy’ = ky ei toimi
USA:n vaestodataan pitkalld aikavalilla. Mallia voidaan tarkentaa lisiamaélla sopiva
kasvua rajoittava termi, talloin johdutaan ns. logistiseen kasvulakiin:

y = ay — by?
USA:n viestodataan liityen Verhulst arvioi v. 1845 arvot a = 0.03 ja b = 1.6107%,
kun ¢ mitataan vuosissa ja véikiluku y(¢) miljoonissa.

Opettajalle: Tehtava voidaan késitella ehka luontavamminkin kokonaan erillisené
numeeristen diffyhtéloratkaisujen opetuksesta. Télloin otetaan vain alla olevat koh-
dat (c) ja/tai (d).

(a) Ratkaise tehtavd (y(0) = 5.3) Eulerin menetelmalld kayttamlld askelpituussa
h =10

(b) rk4:114 kéyttéden n. nelinkertaista askelta (voit kokeilla pienempiékin)
(c¢) Matlabin ode45:114.
(d) Laske analyyttinen ratkaisu Maplella (kyseessahén on Bernoullin yhtdlo.

Piirréd kuvia ja laske kaikissa tapauksessa ratkaisujen arvot annetuissa taulukkopis-
teissd. (oded5-tapauksessa onnistuu ainakin sovittamalla dataan splini funktiolla
spline, joka on maailman helppokéyttoisin.)

kts. http://www.math.hut.fi/teaching/v/matlab/opas.html#splinit
(Nykydan (2012) ei tarvita erillistd splinisovitusta, laskentapisteet voidaan antaa
suoraan ode45-funktiolle syGtteend.)

Vihje:

function [T,Y]=eulerS(f,Tspan,ya,n)

% Taméa vain kehittely- ja opettelutarkoituksessa.

% Funktio eulerV hoitaa niin skalaari- kuin vektoriversion.
% (24.2.04, modifioitu 21.8.2010)

% Esim: y’=t+y, y(0)=1

% f=0(t,y)t+y
% [T,Y]=eulerS(f, [0 4],1,6), plot(T,Y,T,Y,’.r’);shg
a=Tspan(1) ;b=Tspan(2);
h=(b-a) /n;
Y=zeros(n+1,1);T=(a:h:b)’; %Pystyvektorit yhdenmukaisesti ode45:n
Y(1)=ya; % kanssa
for j=1:n
Y(G+1)=Y(§)+h*£(T(F),Y(G));
end;
Viitteita:

http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf
http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus ylla)



22. mlD008.tex,mplD018.tex
Tarkastellaan yhtaloa ¢’ = —2a(t — 1)y. Ratkaise aluksi analyyttisesti (saat kdyttaa
Mapleakin.)

Totea kuvasta ja derivaattachdosta yhtalon stabiilisuus/epéastabiilisuusalueet. Ota
kuvassa ja aina tarvittaessa vaikkapa o = 5.

Ratkaise yhtalo sekd Eulerilla ettd BE:ll4. Sopivia arvoja voisivat olla vaikkapa
h = 0.2, vali: [1,4.5], y(1) = 1.

Vertaa kokeellisesti stabiilisuukayttaytymista teorian ennustamaan ja pane merkille,
miten epéstabiilisuus kdytdnnossé ilmenee.

Tama tehtava soveltuu erityisen hyvin Maplella tehtavéksi, se on pitkélle ideoitu
[HAM] sivulla 124, my6és Euler ja BE ovat valmiina. (Koodit saa kurssin maple-
hakemistosta.) ** Tulee aputiedostoon **

** apu puuttuu, editoi viitteet! **

Vihje:

Viitteita:
http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf

http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus ylla)

23. Maple,Matlab (nzr10)

a) Ratkaise alkuarvotehtava

Y —y=cosz, y(0)=1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Matlabilla. Piirrd ratkaisukéyra.
b) Anna alkuarvoksi symboli ¢ ja piirrd ratkaisukdyraparvi sopivalla vélilla, kun

c=-0.9,-08,...,0.

Milta parvi nayttaa suurilla x :n arvoilla. Tassa pitaisi erottua kolmenlaista
kéytostéa.

Vihje: Maple: dsolve, Matlab: ode45

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtéavé, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.



24.

25.

mplD007.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 1)
Ratkaise (AA)-tehtava ¢y — 2zy =1, y(0) = —0.5

Téassd ndyttdd silta, ettda (EHY)m erikoinen olisi helppo 10ytdd, mutta huomaat
pian, ettd luonnolliset yritteet eivit toimi. (Kyseessdhén on lineaarinen, mutta ei-
vakiokertoiminen yhtélo.)

Ratkaise vaan sitten kiltisti integroivan tekijan menettelylla.

Integrointi johtaa erf-funktioon, Maple antaa sen suoraan, voit myos konsultoida
KRE-kirjaa hakusanalla erf. Lausu siis ratkaisu erfn avulla.

Piirrd suuntakenttapiirros Maplen DEtools-pakkauksen DEplot-funktion avulla (kts
[HAM] s. 169), voit toki kiyttdd myos Matlab:n dfield8-funktiota (ohje alla).

Valitse alkuarvoja yo valiltad (—1, —0.5) yrittéden 16ytaa kriittista arvoa yo, joka jakaa
ratrkaisukdyrat plus tai miinus ddaretonta lahestyviin. (Tuo kriittinen ratkaisukéyra
on rajoitettu.) Kéytd hyviksesi erffunktion ominaisuutta lim, ,erf(z) = 1
laskeaksesi tarkan arvon yg:lle.

Vihje: dfield-ohje: Hae m-tiedosto dfield§ sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se
Matlab-polkusi varrelle.
Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MapleDy, diffyhtalot,erf, mplDifferentiaali(yht&lot)

Viitteet: [KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

e—t/20 —t/10sin t) (

a) Piirra tasokayra (z,y) = ( cos t, e faasitaso).

b) Piirra edelliset koordinaattikdyréit x(t) ja y(t) (aikataso).

Vihje: Muista (.*), kun muodostat vektorilausekkeita. kokeile eri parametrivileja. Kokeile
linspace(a,b,n):ssd muitakin kuin oletusarvoa n = 100. Kaytd axis-komentoa. Ja kysele
help:ll4.

Uusi grafiikkaikkuna: >> figure, Useampia samaan kuvaan: >> hold on

Avainsanat: Differentiaaliyhtaloryhmaé, aikakuva,faasikuva,grafiikka,plot



26.

27.

Ratkaise toisen kertaluvun alkuarvotehtava

y"(t) — 0.05y/(t) + 0.15y(t) = 2t;4/(0) = 0, y(0) = 0.

Vihje: Voi olla avuksi méaéaritella y; = y,y2 = ¥, jolloin toisen kertaluvun tehtéavd muuttuu
ensimmaéisen kertaluvun systeemiksi

Y1 = Yo
yh = —ays — bys + 2t

Eulerin menetelmé on klassinen menetelma differentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseksi.
Menetelman lahtokohtana on yhtélo

y'(t) = f(t,y(t);y(to) = o,

josta koetetaan ratkaista y(t) kun t = [to,t,]. Menetelmé perustuu ¢:n diskretoin-
nille: ¢ muunnetaan joksikin vektoriksi 7" = (¢g,to + h, ..., t,), jonka jilkeen koete-
taa etsid vastaavia arvoja y(ty + ih). Merkintojen selvyyden vuoksi kirjoitetaan
to + jh = t;. Eulerin menetelméssa approksimoidaan arvoa y(t;) seuraavasti:

y(ti) = y(tio1) +h f(timy, y(tiz1)).
Ratkaise Eulerin menetelmalld differentiaaliyhtalo

Y (t) = y(t) sin(t).

Kéyté eri hin arvoja, ja vertaa oikeaan ratkaisuun e!=e°s(),

Vihje: Eulerin menetelmé MATLABissa on helpointa toteuttaa yksinkertaisena silmukkana. Olet-
taen, ettd yhtélon oikea puoli on kirjoitettu funktioon f (t,y), Euler-iteraatio voidaan tehdé seu-
raavasti:

for n = 2:length(t)
y(@) = y(@-1)+h*f (t(n-1),y(@-1));
end

missd ¢ on vektori joka on ratkaisuvalin diskretointi, ja h on ¢:n pisteiden vélinen etéisyys.



28.

29.

Rungen-Kutan menetelmé differentiaaliyhtaloiden ratkaisemiseksi on huomattavasti
kehittynyt versio Eulerin menetelméstéa. Menetelméssa maéaritelladn seuraavasti:

f(zn,y )
]{2:f(3j van“‘ hk’l)
k’ng(l‘ 27yn lth)
f(x ‘l'h yn"'hk?))

Diskretointiaskeleeksi tulee nyt
h
Yn+1 = Yn + hk = UYp + g(lﬁ + 2k2 + 2/€3 + /{4)

a) Ratkaise edellisen tehtévan yhtélo

y'(t) = y(t)sin(t); y(0) = 1.

kayttaméalla Rungen-Kutan menetelmad. Vertaa tulosta sekéd todelliseen
ratkaisuun y(t) = e! =) etti Eulerin menetelmalld saavutettuun. Mitd huo-
maat tarvittavasta askelkoosta?

b) Ratkaise alkuarvotehtéva

y'(t) =1 —y%y(0) =0

kayttaméalla Rungen-Kutan menetelméa.
Vihje:

Ratkaise differentiaaliyhtéloryhma

%zax—y—xz
dz __
@ ="Pz+tuay

numeerisesti valilla [0,20], kun ¢ = 10,p = 28 ja f = 8/3. Piirra ratkaisukéyrit
samaan kuvaan, ja piirrd kdyrat x(t) ja z(t) parametrisesti. Tamén jalkeen piirrd
3-ulotteinen parametrisoitu kiyra kaikista koordinaateista.

Onko ratkaisu rajoitettu? Suppeneeko se kohti jotain arvoa?

Kokeile muuttaa alkuarvoja, sekd parametrien arvoja. Vallitsevan teorian mukaan
systeemi on kaoottinen dynaaminen systeemi, jonka kayttdytyminen voi muuttua
merkitsevisti jo pienistd muutoksista lahtotilanteessa; itse asiassa termi perhos-
vaikutus keksittiin kuvaamaan juuri tdméan systeemin kaytosté.

Vihje: Kolmiulotteinen parametrisoitu kéyré (tai pistejoukko) piirretdin MATLABissa funktiolla
plot3.



30. Kirjoita heiluriyhtdls ©” + £sin(©) = 0 ensimmaisen kertaluvun systeemiksi ja

31.

32.

samantien Matlab-funktioksi (joko inline tai m-tiedosto). Voit ottaa g/L = 1.

Laske ratkaisu sopivalla aikavélilla (esim. [0, 10]) ja kolmella erilaisella alkuarvolla,
joilla saat erityyppiset ratkaisut. Kayta ode45-funktiota.

Piirréd ratkaisukéyrat aikatasoon ja trajektorit faasitasoon.

Reuna-arvotehtivi tdhtdysmenetelméillda (Moler odes teht. 7.19 ss. 45-47.)
Olkoon ratkaistavana reuna-arvotehtiava y” = y* — 1, y(0) = 0, y(1) = 1. Tee
Matlab-funktio, joka ottaa argumentikseen "alkunopeuden'O:ssa ja palauttaa vas-
taavan AA-tehtdvin ratkaisun arvon 1:ssd, vahennd siitd vield 1, niin sinulla on
funktio, jota sopii tarjota fzero:lle.

Ratkaise differentiaaliyhtélo

%(att’%‘) — —u — 5e~tsin(5t)

nelikulmiossa [0, 5] x [—2, 2], alkuarvokéyralld u(0, z) = e=*".

Piirra tuloksista kuva:

Vihje: Miaérittele ensin sopivan harva diskretaatio vélille [—2, 2], ja sen jalkeen t&hén diskretaa-
tioon sopiva alkuarvokéyré, sen jilkeen ratkaise differentiaaliyht&lo numeerisesti (ode45) vuoroit-
tain kullekin alkuarvolle.



33.

34.

Ratkaise nk. Rdsslerin systeems

y1(t) = —y2(t) — ys(t),

Yo(t) = y1(t) + aya(?),

y3(t) = b+ ys(t) (1 (t) — o),
missi a, b, c ovat parametreja, valilld ¢ € [0,100]. Kiytéd alkuarvoja y(0) = [1,1,1]"
ja (a,b,c) =(0.2,0.2,2.5).

Kyseesséd on kaoottinen systeemi, ts. ratkaisurata riippuu suuresti joko alkuarvoista
ja parametreista. Saatuasi ratkaisun, piirrd ratkaisun kuvia alkuarvon muuttujana,
ja tutki kuinka pienet muutokset aiheuttavat havaittavia eroja.

Ratkaise differentiaaliyhtdloryhma

G = —ox+py
%:ax—y—xz
%z—ﬁzjtxy

numeerisesti valilla [0,20], kun ¢ = 10,p = 28 ja f = 8/3. Piirra ratkaisukéyrét
samaan kuvaan, ja piirrd kéyrat z(t) ja z(t) parametrisesti. Taman jilkeen piirré
3-ulotteinen parametrisoitu kayra kaikista koordinaateista.

Onko ratkaisu rajoitettu? Suppeneeko se kohti jotain arvoa?

Kokeile muuttaa alkuarvoja, sekd parametrien arvoja. Vallitsevan teorian mukaan
systeemi on kaoottinen dynaaminen systeemi, jonka kayttdytyminen voi muuttua
merkitsevisti jo pienistd muutoksista lahtotilanteessa; itse asiassa termi perhos-
vaikutus keksittiin kuvaamaan juuri tdman systeemin kaytosta.

Vihje: Kolmiulotteinen parametrisoitu kéyré (tai pistejoukko) piirretdin MATLABissa funktiolla
plot3.



35. Ratkaise differentiaaliyhtilo

y'(t) = _t12 +10 <y - 1);3;(1) = 1.

kayttdaen Backward-Euler menetelmaé:

Ynt1l = Yn + hf(tn+1,yn+1)'

Jotta tdma onnistuisi, tulee jokaisella iteraation askeleella ratkaista yhtélo

Ynt+1 — hf(tn+17yn+1) = UYn

Yne1:n suhteen. Tama tarkoittaa, ettd yleisen ratkaisimen kirjoittaminen olisi
vaikeaa, mutta téssi eksplisiittisessd tapauksessa se onnistuu.

Vertaa sitten saamaasi tulosta MATLABIn ode45 funktiolla saamaasi: kuinka selitat
eron?

Vihje:

mlDiffint

36. Muista, ettd funktion f derivaatta pisteessi xy madritellddn seuraavasti:

/(o) = lim f(xo+h) — f(xo)'

h—0 h

Kuinka laskisit derivaatan numeerisesti? Kirjoita MATLAB funktio joka laskee an-
netun funktion derivaatan.

Kokeile laskea funktion f(z) = sin(x) ja vertaa saamaasi tulosta derivaatan tarkkaan
arvoon f’(x) = cos(x). Tuottaako pienempi h:n arvo parempia tuloksia?

Keksitko keinoa jolla laskea toinen derivaatta numeerisesti? Entéa vektorifunktioiden
derivointi?

Vihje: Muista, ettéd alkioittaiset alkioittaiset operaatiot ilmoitetaan pisteell.



37. Ohjelmat:
Maple,Mathematica , Matlab (erityisesti b)-kohta).

(Kurssi: 2012 kevat H/H2T15.tex)

Laske integraali
2 cos &
[
o 13 —12cos2x

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Mika itse
asiassa on integraalin arvo?

Vihje: Mathematica:

Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla

NIntegrate. JalkimmaAisessd sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelmaé, jon-
ka valintaan myos kayttdja voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation Notes.

Maple:

Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla int, numeerinen funktiolla

int(...,type=numeric) tai evalf(Int(...)). Jilkimmaisessd sovelletaan suoraan jotakin nu-
meerisen integroinnin menetelméé, jonka valintaan myos kiyttaja voi vaikuttaa.

Matlab:
Integrandi mééritellidn funktioksi (helpoimmin funktiokahvaksi). Sitten quad-alkuiset Matlab-
funktiot.

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplxx.tex, matlabteht/mlDiffint/mlDixx.tex
mmateht/mmaDiffint/mmaDi100

Avainsanat:

Symbolinen integrointi, numeerinen integroinit, funktiot, lausekkeet

38. mmaDil04/mplDill/mlDill
Maarita funktion f(z) = arcsin(2z+/1 — 22) suurin ja pienin arvo valilla [—1, 1].

Vihje: arcsin on Mathematicassa ArcSin, Maplessa arcsin ja Matlabissa asin.
Kayté symboliohjelmissa perinteista “diffistekniikkaa” kuvan kanssa, Matlab:ssa raakaa “numeron-

murskausta” tyyliin: linspace, plot, zoom, uusi linspace kapeammalla vililla, find, ...



mlFunktiot

39. Jos f on analyyttinen, sille pitee Cauchyn integraalikaava, josta muuttujanvaihdolla

saadaan , .
1 1 ™ —ret
o) = —— / 1) g Lo flao—ret)
271 J)z—z0| 2 — 20 2mi Jo  zg + ret — zg
T omiJo VT

Gaussin keskiarvoperiaatteen nojalla analyyttisen funktion arvo pisteessa z; on las-
kettavissa ottamalla integraalikeskiarvo reunan ylitse. Intuitiivisesti keskiarvo on
aina arvojen maksimin alapuolella.

Tata ajatusta noudattaen padstadn seuraavaan: olkoon f : U — C ei-vakio analyyt-
tinen funktio alueessa U. Télléin z — | f(z)| ei periaatteen mukaan saavuta suurinta
arvoaan alueessa U. Tutkitaan asiaa kokeellisesti:

1. Piirrd funktion f(z) = |e*| kuvaaja alueessa [—1, 1] x [—i,1].

2. Piirra funktion f(z) = |log(z)| kuvaaja alueessa [1,10] x [i, 107]

3. Tutki vield kuvauksen z — |23 kiyttaytymistd alueessaa [—1,1] x [—i,1].

Kuinka maksimiperiaate ilmenee naiden funktioiden tapauksessa?

Maksimiperiaate patee myos harmonisille funktioille: jos f = u+1iv on analyyttinen
funktio, joka (vdahintdén lokaalisti) saadaan annetusta harmonisesta funktiosta wu,
niin funktion

F(z) = ef?)
avulla saadaan maksimiperiaate pateméédn funktiolle u, silla |F(z)| = e*. Tutki
maksimiperiaatten toteutumista eksponenttifunktion reaali- ja imaginaériosille seu-
raavasti:
t =-1:0.1:1;

[x, y] = meshgrid(t,t);
u = exp(x).*cos(y);
mesh(x,y,u);

v = exp(x).*sin(y);
mesh(x,y,v)

Vihje:



40. On esitetty, etta jatkuva funktio f : [0,00) — [0, 00), joka toteuttaa ehdot
1. f(2z) =2f(z), and
2. f(1)=c
on aina muotoa f(z) = cz. Télle on kuitenkin esitetty seuraava vastaesimerkki:
flz) =272 + 2" e [2", 2",

n=...,—2,—1,0,1,2,.... Kirjoita funktio f MATLABissa ja piirrd sen kuvaaja.

Vihje: Tehtdvian tarkoitus on opastaa MATLABin katto- ja lattiafunktioiden kéytossd. Nama
ovat nimeltddn floor ja ceil - katso tarkempia tietoja MATLABIn helpisté.

mlGrafiikka

41. Piirrd samaan kuvaan funktioiden cos ja sin kuvaajat valilld [—2m, 27] Aloita tyyliin:

x=linspace (-2*pi,2*pi); yl=cos(x); y2=sin(x);
plot(...)

Vihje: Voit piirtdd molemmat yhdelld plot-komennolla tai kéyran kerrallaan pitdmalla vanhan
kuvan hold-komennon avulla.

Jos haluat kuvat eri grafiilkkaikkunoihin, voit kdyttdd figure-komentoa. Toisinaan on kéatevid
jakaa grafiikkaruutu osiin. TAm& onnistuu subplot:n avulla. Kokeile niitd vaihtoehtoisia tapoja
(nyt tai myohemmin).

42. Piirra

1. ze™ valilla [—2, 2]

2. 1/(1 + 2?) valilla [—4, 4]

Vihje: Muista pisteet laskutoimituksissa!



43.

44.

Piirra sin(2z) siniselld ja cos(5x) punaisella, valilla [—m, 7] (samaan kuvaan). Merk-
itse vield samaan kuvaan sin(2x):n arvot o-merkeilld x-pisteissé

—m,—m+h,...— 7+ 2h,... 7, kunh = 7/8.

Vihje: Pane merkille tillaiset grafiikan ulkoasua saatelevit lisikomennot (jotka voidaan antaa
jalkikédteen (paitsi hold on pitd&d antaa ajoissa)):

grid on/off, hold on/off, axis, xlim, ylim, figure, subplot, shg , close all Tutki
toiminta help:sti ja oppaista. Aloita: help plot (tai klikkaa: plot). Suorita joitakin kokeiluja
(mutta ala uuvuksiin asti téssé vaiheessa vield).

Piirrd samaan kuvaan funktioiden sin k z kuvaajat valilla [0, 27], kun & =1...5.

1. Tee nuolindppéinta ( 1 ) komentoeditoinnissa hydodyntéen ja hold on- komen-
toa kayttaen.

2. Kirjoita pieni for-silmukka.

3. Muodosta 5-sarakkeinen matriisi, jonka k& : s sarake on sin kx, missid x on
“x-vektori” .

Vihje: Muodosta ensin 100 x 5-matriisi , jonka sarakkeet ovat kz, k= 1...5. Kdtevimmin matri-
isikertolaskulla x*K, missé = on (100-pituinen) sarakevektori ja K (5-pituinen) indeksi(rivi)vektori.
Mieti huolellisesti, miksi!

Toinen mahdollisuus on kéyttdd meshgrid-komentoa, jonka kdyttéon rutinoidutaan 3d-grafiikan
yhteydessa.



45. Matriisiin sovellettuna plot-funktio piirtdé kunkin matriisin sarakkeen. Varsin kéyt-
tokelpoinen muoto on plot(x,A), jossa x on A:n sarakkeiden pituinen argument-
tivektori.

Suorita seuraavat komennot:
>> x=linspace(-1,1);

>> V=vander(x) ;
>> plot(x,V); shg

Jatka tahén tapaan:

>> figure % Avaa uusi grafiikkaikkuna.
>> V=fliplr(V);

>> W=V(:,1:10);

>> plot(x,W) ;shg

Selita, mitd néissa tapahtuu.



46. Piirrd samaan kuvaan potenssit z,22,...,2", missd n on muuteltava parametri.

Kéyta m-tiedostoa (skriptid) seuraavan ohjeen mukaisesti.

Avaa uusi m-tiedosto ( FILE-valikosta open->new->script ) ja talleta se vaikkapa
nimelle potenssipiirto.m .

Tai kirjoita komentoikkunassa: >> edit ’potenssipiirto.m’

Aloita tiedosto jotenkin néin:

% % Piirret\"a\"an potenssifunktioita.

% Tiedosto: potenssipiirto.m.

% Laatinut Vilja Varis 1.1.2012 7% HUOM! ellet muuta tatd, saat O pistetté!
close all % Grafiikkaruudun tyhjennys

n=5; % Muuteltava parametri

Talleta ja kirjoita komentoikkunaan:
>> potenssipiirto
Talloin tiedostossa olevat Matlab-komennot suorittuvat.

Komennot suorittuvat myos editori-ikkunasta CTR-ENTER :lla. (Mac:ssd yleisesti
CTR:n sijasta cmd.)

(Vihreé nuoli tai F5 toimivat myos.)
Suorita skripti muutamalla eri n:n arvolla

Vihje:

1. Tee for-silmukka ja kédytd hold on-komentoa uuden kuvan piirtdmiseksi vanhan kaveriksi.

2. Olkoon aluksi vaikka n = 3, m = 7, missd m on z-vektorin pituus. Muodosta matriisit N ja X,
missd N koostuu vakiosarakkeista 1,2, 3 ja X saadaan latomalla kolme z-saraketta rinnakkain.
Talléin X. N on matriisi, jonka sarakkeina ovat x-vektorin potenssit 1,2, 3. Kuva saadaan
nyt komennolla plot (x,X. N). (Yleisesti: plot(x,Y) piirtdd kunkin Y-matriisin sarakkeen
x:n toimiessa x-akselina, kun x on Y:n sarakkeiden pituinen vektori. (Toimii my0s riveittéin,
jos x on rivien pituinen.)

Miten saadaan helpoimmin matriisit X, N ? Standarditapa on tdmaé:

>> nind=1:3;
>> [N,X]=meshgrid(nind,x);

Suorita ja selvité itsellesi.

Tee sitten esim. 100-pituinen x-vektori ja vaihtele my6s n:44 ja piirré sileita kuvia.
Lopuksi voit kokeilla, miltd ndyttdd mesh(nind,x,X. N) .

Huom! Tallainen meshgrid-komennon kéytté on rutiinitoimenpide 3d-grafiikan
tekemisessé, sen toimintaperiaate on mukava ymmaéartdd, sitd tadmé yrittdd palvel-
la.

3. Helpoin tapa lienee Vandermonden matriisi vander. Siitdpa on eri tehtdva (05), mutta ei
ole huonoa harjoitella tdssdkin uudestaan.



47. [3D-grafiikkaa, korkeuskiyrii] HA

Olkoon

f(z,y) =sin(3y — 2® + 1) + cos(2y* — 21).

Piirra pintakuva ja korkeuskdyrapiirros, jalkimméinen seka contour ettéd
ezcontour-funktioilla. Téssd on mahdollisuus kokeilla korkeuskayrien valit-
semistapoja, myos clabel. Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje: Opiskele:
http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/grafiikka.html#sec:3d

Matlab-help: doc mesh, doc surf, doc contour

Ratkaisu: ./mlGO7ratk.m
./html/m1GO7ratk.html
http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/ratkaisuja/html/H3teht4.html



48. Olkoon

1+2 \°
f<f‘f>—<1_acx2>

12 384

Tamé on exp-funktion rationaaliapproksimaatio, ns. Pade-approksimaatio. Piirré
kuvaaja valilld [0,4].

Piirrd samaan kuvaan exp-funktio eri vérilla ja eri kuvaan erotus f(x) — exp(z)
Aloita vaikka: x=1inspace(0,4,200);

Vihje: Tehtédvissa harjoitellaan lausekkeen muodostamista pisteittéisin laskutoimituksin.
Homma selkeytyy jakamalla pienempiin osiin, ainakin nyt tallaisiin:

>>
>>
>>
>>
>>

X=...;

osoittaja=...;

nimittaja=...;

f=...; ¥ Huomaa: f on muuttuja (200-pituinen vektori), ei funktio.
% Téssd ei siten saa kirjoittaa: f(x) = ...

Ratkaisu:

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

x=linspace(0,4,200);
osoittaja=1+x/24; % Skalaarilla jaossa ei tarvia pistetti.
% (Jos skalaari jaettaisiin vektorilla, niin toki tarvittaisiin.)
nimittaja=1-x/12+x.72/384;
f=(osoittaja./nimittaja).”8;
plot(x,f)
hold on
plot(x,exp(x),’r’)
figure % uusi graiikkaikkuna
plot(x,f-exp(x))

Opettajalle: Téstd voisi tehda jatkotehtdvan tyyppid: Vertaa Taylorin sar-
jaa ja Pade-approksimaatiota. Ja viela: voisi vaikka opettaa, miten Pade-
approksimaatioita muodostetaan.



49. Olkoot ¢ ja 2y kompleksilukuja. Talléin rekursion
Zy = zzhl +c

méaaraama dynaaminen systeemi tunnetaan kvadraattisena kuvauksena. Valituille
luvuille ¢ ja zy yllaoleva rekursio johtaa kompleksiseen lukujonoon zq, 2, 23 . . .. Tata
jonoa kutsutaan zp:n kiertoradaksi. Riippuen lukujen ¢ ja 2z, valinnasta ratojen muo-
toja on useita.

Annetulle kiinteélle luvulle ¢ useimmilla zy rata lahestyy daretonta (eli |z,| kasvaa
rajatta kun n — o00.) Joillakin ¢ ja zy rata kuitenkin suppenee kohti jotain peri-
odista silmukkaa (eli arvot kiertavit zo jollain tietylla etdisyydelld |z,|); joillakin
alkuarvoilla rata on kaoottinen. Namé alkuarvot zy ovat kuvauksen Julia-joukko.

Téssé harjoituksessa kirjoitetaan MATLAB-ohjelma, joka laskee ns. tdytetyn Julia-
joukon, joka koostuu niisté alkioista zy joiden radat jollain annetulla arvolla ¢ eivét
kasva rajatta — tavallinen Julia-joukko on tdmén joukon reuna.

On néytetty, ettd jos |z,| kasvaa isommaksi kuin 2 jollain arvolla n, rekursio kas-
vaa rajatta. Arvoa n jolla tdmé tapahtuu, kutsutaan téssé tehtavissa pisteen z
"pakonopeudeksi.”

Aloita kirjoittamalla funktion = escapeVelocity(z0,c,N), jossa N on jokin yléra-
ja pakonopeuksille (erityisesti: jos |z,| < 2V n < N, funktion tulee palauttaa N.
Néin véltetaan ikuiset silmukat).

Luodaksesi Julia-joukon kirjoita funktio M=julia(zMax,c,N). Argumentti zMax
méaérad kompleksitasosta nelikulmion |Im(2)| < zmaz, |[Re(2)] < Zmaz- ¢ ja N ovat
samat argumentit kuin edelld, palautettava matriisi M koostuu maéritetyn hilan
pakonopeuksista.

Aloita funktion julia kirjoittaminen maarittelemélld 500 x 500 hila realitasossa, luo
sen avulla vastaava hila Z kompleksitasolle, ja aja funktio escapeVelocity jokaiselle
matriisin Z alkiolle.

Vihje: Realiakselin véli [a, b] méédritelliin MATLABissa komennolla I = linspace(a,b,n), mis-
sé n on haluttujen pisteiden maéara, kuten esim. 500. Hila reaalitasolle mééritellddn komennolla [x

y] = meshgrid(tl,t2) , missa tl ja t2 ovat vileja reaaliakselilta. Téastd luodaan kompleksitasoa
peittévé hila komennolla z = x+ixy.

Kompleksiluvun modulin saa selville itseisarvofunktiolla abs.



50.

51.

52.

Kirjoita MATLAB-skripti, joka laskee ja piirtda seuraavat funktiot:

a) y = bcos(3mx). Laske arvo 101:ssé tasavilisesséd pisteessa valilla 0 < z < 1.

b) y = =z vélilla =5 <2 < 5.

c)y = % Laske arvo 200 tasavilisessd pisteessa vililla —F
Kayta axis komentoa asettaaksesi naytettavit akselit véleille —2 <
—10 <z < 10.

NI

<z <
z < 2]

x
<

—
o

Vihje: Jako- ja kertolaskujen tapauksessa ole tarkkana: haluatko matriisioperaation vai alkioit-
taisen operaation? Alkioittaiset operaatiot erotetaan matriisioperaatioista operaattorin eteen si-
joitettavalla pisteelld. Esimerkiksi .* on alkioittainen kertolasku, * matriisien kertolasku.

Trigonometriset funktiot toimivat MATLABIssa alkioittain, ja loytyvéit loogisilla nimilla. (cos,
acos, sin jne.)

Tasavilisid pistejoukkoja luodaan komennolla linspace, tai vaihtoehtoisesti MATLABin
kaksoispiste-notaatiolla. Tutustu kummankin dokumentaatioon, ja paata kumpaa kannattaa téssa

tilanteessa kéyttaa.

Funktion g(z) kiintopiste on piste xg, jolle patee g(x¢) = z(. Valistuneen arvauk-
sen kiintopisteen sijainnista voi piirtamélla kuvaajat y = g(x) ja y = x samaan
kuvaan, ja arvioimalla kédyrien leikkauspistetta graafisesti. Kayttamaélla tata tekni-
ikkaa, arvioi funktion g(z) = cos(x) kiintopisteen sijaintia.

Vihje: Kaksi kayrda voidaan piirtdd samaan kuvaan joko yhdelld plot kéaskylla
plot(x1,y1,x2,y2), tai vaihtoehtoisesti voidaan kéyttdda MATLABiIn hold optiota:

plot(xl,y1);
hold on
plot(x2,y2);
hold off

Piirra MATLABIlla alla oleva kuva.

Vihje: Selityslaatikko luodaan komennolla legend, akselikuvaukset komennoilla xlabel ja
ylabel.



53.

54.

Tassa tehtavassa tutkitaan kuvien, matriisien ja singulaariarvojen yhteyksia.

Matriisin A € R"™*" singulaariarvohajotelma on
A =USV",

missd matriisi S on diagonaalimatriisi, ja matriisit U ja V ovat ortogonaalisia
neliomatriiseja. Matriisin sisdltamaa informaatiota voidaan tietyssa mielesséd kom-
pressoida tiputtamalla osia singulaariarvohajotelmasta pois; on todistettavissa etta
(MATLABIlla ilmaistuna) U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)’ on paras mahdollinen
rank(k)-approksimaatio matriisille A.

Kuva voidaan ajatella m xn matriisina, missé ¢, 7 alkio ilmaisee vastaavassa paikassa
olevan pikselin variarvon. Tutkitaan sitten kuinka singulaariarvoja voidaan kayttaa
hyvaksi kuvien pakkaamisessa ja hahmontunnistuksessa.

Lue haluamasi kuva sisidn MATLABin imread komennolla. Komento luo (yleensa,
mutta hieman kuvasta riippuen), m xn x 3 matriisin. Tamé& vastaa RGB-esitysta: en-
simmaisessa kerroksessa on punaisen vérin intensiteetit, toisessa vihrean ja kolman-
nessa sinisen. Muuta tdma matriisi harmaaskaalaan komennolla rgb2gray. Tamén
jalkeen tee matriisille singulaariarvohajotelma komennolla [u s v] = svd(P),
missd P on kuvasi matriisiesitys. Tutki sitten milld k:n arvolla komentojono

> M =u(:,1:kK)*s(1:k,1:k)*v(:,1:k)’;
>> image (M)

tuottaa havaittavia tuloksia. Pitéisi myos péated, ettd kuvan isommat hahmot alka-
vat erottua ensin, mika tekee singulaariarvoista huomattavan tehokkaan tyokalun
hahmontunnistuksessa.

Vihje: Kuvan ulottuvuuksien ei kannata olla kovin isoja: singulaariarvohajotelma on raskas las-
kettava. Jos haluat lisdhaastetta, erottele kuvan vérikerrokset, tee hajotelma niille erikseen, ja

kokoa tulokset. Néin saat aikaan varikuvia.

Luo n x n matriiseja A jollakin sopivalla n (s.0. enemmén kuin kymmenen, vihem-
mén kuin sata), joiden alkiot ovat muotoa

B 1
Y=t
Piirrd matriisin A ominaisarvot tasoon, kun ¢ vaihtelee vélilla [—1, 1]. Mit4 havait-
set? Voisivatko perdttédisten ominaisarvojen radat esittda jotain?

Vihje: Mieti miten matriisin voisi méaritelld ilman silmukkaa. Matriisin ominaisarvot lasketaan

komennolla eig — huomaa, ettd jos matriisi on kovin iso, niin laskeminen voi kestédé kauan.



55.

56.

HT
a) Piirrd funktiot cos t ja sin ¢ samaan kuvaan eri véreilla.

b) Piirré toiseen kuvaan yksikkdympyra ja sddnnollinen n—kulmio esim. arvolla n =
10. Jarjesta sopivilla axis-komennoilla skaalat yhtésuuriksi, jotta ympyra nakyy
ympyrana.

c) Piirrd yksikkéympyran kuva joillain edelld esiintyneilld lineaarikuvauksilla(tai
muilla keksimillasi).

Vihje: Uusi grafiikkaikkuna: figure

Muistathan ympyran luonnollisen parametriesityksen.

Ympyrdan data koostuu oikeasti sddnnéllisesen n-kulmion nurkkapisteistd, missd esim. n = 100
(1inspace:n oletus). Ympyrin kuvan piirtdminen on siten sama homma kuin edellisissé lineaariku-

vaustehtévissa.

Matlab ja Maple (tee molemmilla).

f(z,y) =sin(3y — 2® + 1) + cos(2y* — 21).

Piirra pintakuva ja korkeuskayrapiirros.

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje: Tutustu samalla Matlabin meshgrid:n toimintaan.
Korkeusarvomatriisi Z tehdédn kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

>> x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);
>> Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Téssd funktion f on toimittava pisteittéisin operaatioin. Jos vaikka f(z,y) = =
7=X."2 - Y.~2;

2_y?, kirjoitettaisiin:
Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myds colorbar yms.

Matlabilla korkeuskédyriin contour , voit myds kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on
kokeilla my6s korkeuskéyrien valitsemistapoja, clabel.

Al# diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon ldhtokohta.

Maple: Helpompaa, mutta tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa. (Osin tosin varsin hienoa
tamékin, ja “context sensitive”).

> with(plots):
> plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d);
> contour(f(x,y),x=a..b,y=c..d); # Tarkista!



mlIntegraalimuunnos
57. Tutkitaan kohinaisen signaalin suodattamista MATLABissa. Tutkitaan signaalia
f(t) = 0.3sin(3t) + sin(t),
johon lisatdan synteettista virhetta:
t = -pi:.05:pi;

f 0.3%sin(3*t) + sin(t);
fh = f + rand(size(f))-.5;

Suodata kohinaisesta signaalista fh alkuperdinen esille alkuperédinen signaali mah-
dollisimman tarkasti kayttamalla diskreettid Fourier-muunnosta

Vihje: Signaalin taajuuskomponenti virdhtelevit taajuuksilla 3 ja 1 27m:n aikavililla, ja taaju-
udella 1 varahteleva komponentti dominoi, silld sen amplitudi on suurempi. Tehtédvissa kannattaa
siirtyd aika-tasosta taajuustasoon, eli kiytannossitehda signaalille Fourier-muunnos (££t), ja pi-
irtdd taajuskomponenttien magnitudit (abs) nékyville, ja padtelld, mitkd kuuluvat signaaliin, ja
mitké eivit. Tamén jilkeen kdytd loogista indeksointia ja k&énteistd Fourier-muunnosta (ifft)

saadaksesi esille suodatettu signaali.



mlKompleksianalyysi

58. mIK001.tex

Ensiapuohjeita

o Sijoitus muuttujaan esim: >> z=(1+1i)/(1-2%1i)
Puolipiste lopussa estédéa tulostuksen.

o Muuttujan siséllon néaet kirjoittamalla sen nimen ilman puolipistetta

« Lopeta puolipisteeseen, jos komentosi tuottaa dataa paljon, isojen tulosteiden
vilistdminen ruudulla on pelkkéa karsimysta.

o Jos kuitenkin unohdit, niin CTR-C

e Vektorin voi muodostaa esim. nain: >> vektori=[-1,0,4,5.2-3.45%1i]
Pitempiin vektoreihin: help colon, help linspace

o Kun teet aritmetiikkaa vektoreille tyyliin
>> x=linspace(0,1); y=(x.72).*sin(x);
niin muista piste ja ymmarra. (Téssa sulut vain selvennykseksi.)

o Kaikki vahankin vakavampi tyoskentely kannattaa tehdd avaamalla edito-
rilla tekstitiedosto, jonne kerdtdédn Matlab-ajon komennot (ja mahdollisesti
tarkeimmaét tulosteet).

o Matriisi muodostetaan tyyliin >> A=[1 2 3;4 5 6]
2. rivi: A(2,:), 3. sarake: A(:,3) . Kokeile ihmeessé!

Tama ei siis ole tehtéva, alla vain taméan ohjeen Latex-koodi.
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mlK002.tex

Sijoita muuttujalle z arvo 2 4 3i. Laske Matlabilla z:n reaaliosa, imaginaar-
iosa,liittoluku, moduli (itseisarvo) ja argumentti (napakulma). Piirra pisteet z ja
Z. Anna sopiva axis-komento, jotta saat paremman koordinaatiston. Piirrd sitten
samaan kuvaan jana origosta pisteeseen z punaisella vérilla ja origosta pisteeseen Z
sinisella.

Sopivia Matlab-komentoja: real, imag, conj, abs, angle, sign, plot,
axis, hold on Tutki kutakin helpilla tyyliin help real jne.

Opiskele aihetta "kompleksilukujen piirtdminen":
math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/grafiikka.html#complexplot

Téassé lyhyesti:

- plot (z) piirtaéd pisteen z tasoon, jos z on kompleksiluku.

- Yleisemmin, jos z on kompleksivektori, plot (z) piirtaa z-vektorin pisteiden kautta
murtoviivan.

- Jos halutaan pelkét pisteet, niin plot(z,’0’) (tai esim plot(z,’xb’) jos sinisella
ristilla).

mlK003.tex
Olkoon z:lla edellisen tehtavin arvo. Suorita komennot ja selvitd aina itsellesi, mité
kukin tekee.

>> z=sign(z)

>> w=[z,2"2,2"3,274,2"5,276,z"7,x78]
>> plot(w)

>> axis equal

Piirra samaan kuvaan sateet origosta kuhunkin w-vektorin pisteeseen vaikka
punaisella.

Vihje: Muista hold on ja sitten vaan annat plot:lle argumentiksi 2:n pituisia vek-
toreita ja kéytdt komentoeditoria (napsuttelet nuolindppéinté ja editoit).

Mita havaitset, jos ajattelet kompleksiluvun potensseja (vaikkapa De Moivreta)?

Matlab-tekniikkaa:
- Miksi ei tarvitse kirjoittaa z.~2 7
- Enté jos haluaisit piirtda potenssit 1:100 ? Miksi nyt taytyy kirjoittaa .~ 7

Suorita Matlab:ssa: help arith
Lue: .../opas/ei-niin-lyhyt/osa2.html#luku4 matriisi- ja  taulukko-
operaatioesimerkit ja

...opas/lyhyt/perusteet.html#sec:matriisilaskenta



61. mIK004.tex

62.

Muodosta vektori, jossa on luvut w,, , = {’/I, k=0...n—1. n:n arvolla 10.

a) Kéyta juurikaavoja.
b) Ratkaise (numeerisesti) polynomiyhtélé z* =1 ( help roots)

Piirrd yksikkOympyra ja samaan kuvaan kaikki ykkosen n:nnet juuret vaikka ’o’-
merkilld), missi vaikkapa n = 10. Kokeile eri n:n arvoilla.

Kirjoita Matlabin editorilla tiedosto hiteht3.m (tms.) ja tee siitd Matlab skripti
tyyliin:

% Harjoitus 1 tehtava 3 , tiedosto hlteht3.m

% Nimi ja opno (harjoitukseksi myohempiin tarpeisiin)
h

n=10 % Tata voit vaihdella.

k=0:n-1 7% kokonaislukuvektori.

w=. .. % w-vekori, jossa nuo n:nnet juuret.

Skripti, jossa on Matlab-komentoja (ja selityksia %-merkin takana), suoritetaan Mat-
labissa komentamalla hiteht3 tai leikkaus/liimaus- menetelmélla. Suosittelemme
jalkimmasta myos siksi, etta lienee yksinkertaisinta sijoittaa tarkeimmaéat komento-
jen tulokset samaan tiedostoon, jolloin sité ei endd voi suorittaa skriptiné (ellei halua
néhda virheilmoitussumaa).

mlK005.tex

Puhdas kyné/paperi-tehtava. Hahmottele seuraavat alueet kompleksitasossa (z-
tasossa) ja niiden kuva- alueet kuvauksessa w = e?. Kiinnitd my6s huomiota si-
ihen, kuuluuko reuna mukaan. Téssa z = = + 1y

(a) —l<z<l,—m<y<m.

(b) 0 <y < 7/2. (Mieti, kuuluuko 0 mukaan kuvaan.)

(c)m<y<3m.

(d) In3 <z < Inb5.
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mlK006.tex

Avaa

http://www.math.hut.fi/teaching/k3/03/L/CAl.html

ja sieltd kohta demoexp. Voit kaytelld skriptid leikkaamalla/liimaamalla omaan
Matlab-tyotiedostoosi ja sieltd komentoikkunaan. Tassd vaiheessa ei ole valt-
tamatonta ymmaéartad kaikkia skriptin Matlab-komentoja, kunhan naet, miten sita
modifiomalla voit tehdd haluamiasi juttuja.

(a) Suorita ensin komennot ja katso, etté saat samanlaiset kuvat kuin CA1.html:ssé.
(b) Havainnollista exp-funktiota katsomalla joidenkin suorakulmioalueiden kuvau-
tumista.
(¢) Voit my6s helposti muuttaa skriptié yleisluontoisemmaksi ottamalla x-vektorin
pituuden n kayttoon ja kirjoittamalla vastaavanlaisen for-silmukan kuin y-vektorille
on tehty.

mlK007.tex

(Puhdas késinlasku)

Kompleksiluvulla e kertominen suorittaa kierron kulman o verran. Kyseessd on
tason R? lineaarikuvaus, jolla niin ollen on matriisiesitys. (Muistele 1-kurssien asioi-
ta, lineaarikuvauksia kasitellddn téllakin kurssilla ldhemmin.)

Johda kiertokuvauksen matriisiesitys muodostamalla tulo w = €®z, z = x + iy =
re®

Ohje: Ei tarvitse muuta kuin kirjoittaa e’ (z + i) muotoon Re + iIm ja samaistaa
kompleksiluku z + iy pystyvektorin [z, y]T kanssa.

Opetus: Kiertokuvauksia (ja erditd muitakin tason lineaarikuvauksia) voidaan
kasitella erityisen katevasti kompleksiaritmetiikan avulla. Matriisilaskujen sijasta
voidaan harrastaa kompleksiaritmetiikkaa.

Seuraavassa tehtavassi harrastetaan tatd oikein olan takaa.

Olennaista on, ettd kaytossa on ohjelma, joka osaa laskea kompleksisilla vektoreilla.
Matlab on téallainen (my6s Maple ja Mathematica).



65. mIK008.tex
Alla on versio kuuluisan matemaatikon Arnoldin ns. kissaa, jonka toteutamme Mat-
labilla varsin yksinkertaisena tyylitelména. Harjoituksen ajatuksena on demonstroi-
da kompleksiaritmetiikan mahdollisuuksia kiertokuvauksien késittelyssa. Samalla
saamme rutiinia niin Matlabissa kuin yleensdkin kompleksiluvuilla laskemisessa.

Kasittelemme téssa kissaa tavallisuudesta poiketen kompleksilukuvektorina.

Tehtavéissa ei ole jatetty juurikaan itse keksittéavaa. Niinpa jos aika on tiukalla, tdméa
tehtava sopii oikein hyvin omatoimisesti lapikaytéavaksi vaikka kotona.

Selvita itsellesi juurta jaksain, mité kussakin vaiheessa tehdéan. Kissa ja sen pyoritys
on pelkkéda kompleksiaritmetiikkaa.

Komennot on annettu “ideointiyyliin”, siksi koodia on niin paljon.

Suorita ensin ndmé komennot: (Huomaa puolipisteen kdytto, jos dataa on “vahankin
paljon”.)

clf % clear graphics

t=0:pi/100:2%pi; % tai esim. t=linspace(0,2%pi);
paa=.1lkxexp(i*t);

plot(paa)

axis equal

hold on

silmat=[-0.05+i*.055, 0.05+i%.055]

plot(silmat,’+’)

nena=.02xi+.003*exp(ix*t) ;% t-vektori muodostettiin ylla.
plot(nena,’r’)

Jnena=.02%i

%plot(nena,’o0’) % Témé olisi ¢‘laiskan miehen nend’’
% Suuksi sopiva ympyran kaari valilla (-2*pi/3,-pi/3)
phi=linspace(-2xpi/3,-pi/3);

suu=0.05%exp (i*phi) ;

plot(suu,’.’)

korvat=[.1*exp(i*pi/6), .1*xexp(i*5*pi/6)]
plot(korvat,’o’) % ¢‘Laiskan miehen korvat’’

Téassa on peruskissa.

Nyt ryhdymme pyorittelemaédn kissaparkaa. Paata ei tarvitse pyorittaa, ympyra ei
pyoritettdessd miksikddn muutu. Riittad, kun pyoritdmme suuta, nenad, silmia ja
korvia.

Kootaan ensin kissan osat yhteen vektoriin ja tehdaén dskeinen uudestaan kissavek-
torilla.

figure(1) % T&téd tarvitaan vain palattaessa takaisin kuvasta 2.
% Ajatellaan, ettd figure(l) on z-taso ja figure(2) w-taso.

clf % Grafiikan putsaus

t=0:pi/100:2*pi; % Syyta tehdd uudestaan, vanha t voisi olla jo ihan muuta
paa=.1lxexp(ix*t); % vaikkei n&illd komennoilla satukaan.

plot(paa)

axis equal

hold on

zkissa=[silmat,nena,korvat,suul;



66. mIK009.tex
Matlab on ennenkaikkea matriisikieli. Jos kompleksiaritmetiikka sujuu katevéti, niin
samoin on laita matriisilaskujen. Katsotaan siksi vield, miten edellinen hoidettaisin
matriisioperaatioin. (Vrt. teht. 4) Nédin saadaan malli my6s yleisemmille linaariku-
vauksille.

Talla kerralla esitamme kissan tavanomaisemmassa muodossa kaksirivisené reaalise-
na matriisina, jossa kukin sarake edustaa kissan pistettd R2:ssa.

Olkoon zkissa kuten edella.

alpha=pi/4; 7% muuttele tarpeen mukaan.

A=[cos(alpha), -sin(alpha);sin(alpha),cos(alpha)] % Kiertomatriisi.
zkissa=[real(zkissa) ;imag(zkissa)]; % zkissasamaistus C <-> R72
wkissa=Axzkissa; % Mahtavan kitevdd on tédmdkin. Kun zkissapisteet ovat

% matriisin sarakkeina, niin kertomalla kiertomatriisilla A,

% saadaan wkissapisteiden muodostama matriisi.
figure(1); clf
plot(zkissa(l,:),zkissa(2,:),’0’) % Téma on kaikkein tavallisin plot-

% komennon muoto, kun data on reaalista.

axis equal
figure(2); clf
plot(wkissa(l,:),wkissa(2,:),’*r’)

>> z=2+3%1
Z=

2.0000 + 3.0000i

>> plot(z)

>> plot(z,’*’)

>> axis([0 4 0 4])
>> hold on

>> plot ([0 z])

>> abs(z)

ans =
3.6056
>> angle(z)
ans =
0.9828
>> atan(3/2)
ans =
0.9828



mlLinis — Matlab-tehtavia lineaarialgebrasta

6'7. mlLi001.tex
Ohjetiedosto, poimi mukaan tehtaviapaperiin tarpeen mukaan.

Matlab-ohjeita

« Komennon suorittama tulos tulee ruudulle ENTER-painalluksen jélkeen (ku-
vat erilliseen ikkunaan). Jos haluat estédé tulostuksen, paata komento puolip-
isteeseen. Jos myohemmin haluat katsoa muuttujan sisallon, kirjoita sen nimi
(ilman puolipistettd). Jos muuttuja on suuri matriisi, kannattaa ensin katsoa
sen koko size(A) tai sen jotain osaa, esim. A(1:10,1:10)

o Edellisen komennon tulos on muuttujassa ans. Yleenséa on suositeltavaa antaa
tulokselle oma nimi tyyliin nimi= ...

o format long : Tulostetaan enemmén numeroita (n. 16). Laskutarkkuuteen
tamaé ei vaikuta.
format rational laskee rationaaliluvuilla.
format short: Paluu oletustulostukseen.

o Matriisin A transpoosi: A’

o Kokonaislukuvektori: Esim 1:10 tai 1:2:20. My6s linspace. Pystyvektoriksi
transponoimalla.

A(i,j) A:n alkio (i,j).

A(2,:) Am 2. rivi

A(:,3) Am 3. sarake

A(1:4,1:4) osamatriisi

Matriisin osaa voi paivittad, vaikkapa:
A(1:4,1:4)=ones(4,4) tai
A(2,:)=A(2,:)-2%A(:,1) (Gaussin rivioperaatio).

o Matriisien liittdminen: Jos A:lla ja B:lld on yhtd monta rivii, ne voidaan liittda
perdkkéin: [A b] (tai [A, Dbl)
Jos yhtd monta saraketta, niin allekkain: [A;B]

o Laskutoimitukset tarkoittavat matriisilaskua. Siis esim.
A%B, Ap

 Vektorien ja matriisien (samankokoisten) pisteittédinen eli alkioittainen lasken-
ta tapahtuu lisadmalla eteen piste. Esim:

u=[1 2 3], v=[-2 -2 -2], u.x*v.
Toinen operandi voi olla skalaari.

Siten esim. vektorin u kaikki komponentit voidaan korottaa toiseen komennolla
u.”2

Avainsanat:
Ohjetiedosto, Harjoitusohjeita, Lineaarialgebra, Matlabperusteet,



68. mlLi002.tex

Olkoon
5 —-13 —-13 -2 7
18 -4 30 -1 -12
A=|-23 3 T 15 7
9 36 -1 14 16
3 28 7T 14 5
ja
—196
435
b=| 11
111
195

Ratkaise yhtalosysteemi Az = b ja tarkista tulos matriisikertolaskulla.

Avainsanat:
Lineaarinen yhtaloryhma, Matlabperusteet, Matlabalkeet,perusmatriisilaskenta



69. mlLi003.tex [myos Maple, Mathematica]

a) Ratkaise lineaarinen yhtéloryhmé ja tarkista tulos kertolaskulla.

dr — by =11
20 +y=9

Vihje: Matlab: "Matriisijako": A\b

b) Tiedetédén, ettd Celsius-asteiden ja Fahrenheit-asteiden vélilld on lineaarinen
yhteys:

C=aF +0b.

Lisdksi tiedetdan, ettd vesi jadtyy 32 F:issa ja -40 on sama kummas-
sakin asteikossa. Johda kaava. Tarkoitus on Kkirjoittaa kertoimien a ja
b maardamiseksi lineaarinen yhtalosysteemi, joka ratkaistaan Matlab:n
takakenolla (\).

¢) Muodosta matriisi, jonka 1. sarake on C-asteet —50:sta 5:n asteen vélein
100 :aan ja toinen sisdltad vastaavat F-asteet.

Vihje: Tarkan rationaalilukukaavan saat komentamalla format rat. Tee m-
tiedosto kommentteineen.

Huomaa, etta taulukkoa ei ole mukavaa katsoa koknaisuutena, esim. 10 ekaa rivid
nédet néin: taulukko(1:10,:) (eikd vain?).

Hivelevaa on myos menna “Workspace-ikkunaan” ja kaksoisklikata taulukko-ikonia.

Kokeile sen ajamista myos pdfiksi publish(Fahrenheit,pdf)-komennolla (jos
skripti on Fahrenheit.m), kunhan ensin testailet sen kuntoon.



70. mlLi004.tex Matlab/Maple/Mathematica

Tarkastellaan yhtalosysteemeja.:

10z + Tx9 + 8x3 + T4 = 32
Tx1 + Dxoy + 623 + Dy = 23

Tx1 + 629 + 1023 + 924 = 33
Tx1 4+ dxy + 923 + 1024 = 31

ja
21‘1+[E2+5£L‘3+$4 :9
$1+$2—3$3—.’B4:—5
3.1‘1—|—6I2 —21’3+l’4 =38
2[L’1 + 2%2 + 2x3 - 31’4 =3

a) Ratkaise molemmat systeemit.

b) Muuttamalla véhdn yhtalon dataa (oikeaa puolta ja/tai kerroinmatriisia),
voidaan tutkia systeemin herkkyytta pienille virheille (datassa ja pyoristyk-
sessd).

Ratkaise 1. systeemi oikean puolen vektoreilla

[32.1, 22.9, 32.9,31.1]° ja [32.01, 22.99,32.99,31.01]"
ja 2. systeemi vektoreilla
[9.1 -5.1, 7.9, 3.1]’ ja [9.01, -5.01, 7.99, 3.01]’
Mita namaé pienet hairiot vaikuttavat ratkaisuihin?

¢) Muuta kerroinmatriiseja lisadmalla matriisien kuhunkin alkioon pieni satun-
naisluku
0.1*rand . Ratkaise systeemit alkuperéisillé oikeilla puolilla. Mita ndma muu-
tokset vaikuttavat ratkaisuihin.

d) Lineaarisen yhtélosysteemin herkkyytta pienille virheille sanotaan hdiricalt-
tiudeksi (“ill-conditioned “). Laske kummankin matriirin héiri6alttius.
Suhteellisen virheen suurtenemisypayhtalo:

[Az]] _ [|Ab]|
<k
1] 10|

Pahimmillaan ratkaisun suhteellinen virhe voi olla luokkaa kX (datan suh-

teellinen virhe) (k = cond(A))
Luokittelu:
mplteht/mpllinis/mplLixx.tex, matlabteht/mlLinis/mlLixx.tex
Avainsanat:

Numeerinen lineaarialgebra, matriisit, lineaariset yhtaloryhmaét, hairioalttius



71. mlLi005.tex

Olkoon
10

5 1 1
A=|1 5 1|,b= |14

115 18
Varmista ensin, ettd matriisi A on kadntyvé laskemalla det(A).
Tutki, mitd muita keinoja on matriisin ei-singulaarisuuden tarkistamiseen. Kokeile
vaikka rank, rref, lu, cond, rcond (katso helpilla).
(Huomaa, ettd “oikeissa tehtdvissd” térkeampi késite on “lahes singulaarisuus”,
tahdn det ei ole yleispétevi tyokalu.)

Ratkaise yhtaloryhma Ax = b kayttamalla

a) Kéaidnteismatriisia inv

b) MATLABin matriisijakoa x = A\Db.

Opetus: Huomaa, ettd “matriisijako” on numeerisen tarkkuuden ja laskentatehon
kannalta yleenséd parempi tapa (miké ei pienissd, hyvinlaatuisissa tehtdavissa tule
ilmi).

Opettajalle: Tehtdvdin voidaan lisdtda myos A-matriisin muodostaminen diago-
naaleittain diag-funktiolla (vaikkei mene hyodyn puolelle néin pienessé tehtavéssé).



72. mlLi006a.tex, [Maple:mplLinis/mplLi010.tex]

(Kyné-paperitehtavi)

Tarkastellaan lammonjohtumista ohuessa metallilevyssa. Oletetaan, etta johtumista
tapahtuu vain levyn suunnassa, ja levyn reunoilla on annetut (ajan suhteen) vaki-
olampotilat. Levyn lampotilat eri pisteissa asettuvat ajan kuluessa arvoihin, jotka
ovat ajan suhteen vakioita, talloin puhutaan lampotilajakauman tasapainotilasta
("steady state"). Tehtavind on madrittdd lampotilajakauma levysséd tasapainotilan
vallitessa.

Tarkastellaan kuvan mukaista tilannetta: (Klikkaa oikealla olevaa pdf-linkkid, niin
kuva néakyy kunnolla.)

—-= 20----20---20----

I | I | I
I mm e *===40
I I I | I
10--——*-—--- mmm e *====40

I I I | I

~--=20----20----20---

Kuvassa nékyvit annetut vakioreunalampétilat (reunaehdot). Tehtavéna on laskea
ratkaisuapproksimaatiot *:11a merkityissa sisasolmupisteissa kdyttaen seuraavaa pe-
riaatetta: Lampotila levyn solmupisteessé on naapurisolmujen lampdotilojen keskiar-
vo.

Jos indeksoidaan solmupisteiden lampotilat vaakarivijarjestyksessa: Ti,...7g,
voidaan ryhtya kirjoittamaan yhtéloita tyyliin:

T, = 20T

Kirjoita koko 6 x 6- yhtélosysteemi "standardimuodossa’.
Huom: Tasapainotilaratkaisu saadaan ns. Laplacen yhtdlon V?T = 0 ratkaisuna.
Tassa esitettyyn likimaédraismenettelyyn ns. differenssimenetelmdadn

Ratkaisua pyydetdan seuraavassa tehtavassa.



73. mlLi006b.tex, [Maple:mplLinis/mplLi011.tex]
Ratkaise edellisen tehtévan yhtalosysteemi Maplea (tai Matlabia) kayttéden. (Téssa
Maple-ohjeet.) Muodosta sitten edellisen tehtavin kuvan mukainen 4 X 5 matriisi,
jossa on annetut reunalampotilat seka lasketut sisalampdotilat oikeilla kohdillaan.
Ota nurkkapisteiden lampdétiloiksi kahden naapurisolmun ldmpotilojen keskiarvo.
Piirré kuva, pyorittele hiirella.

Vihje: Maplevihje
(Matlabissa et tarvitse vihjettd, vaan teet suoraan todella “matlabmaisesti”.)
Tehtavéassa riittda kaytella LinearAlgebra-kirjaston funktiota LinearSolve.

Ratkaisuvektorin muokkaaminen matriisiksi onnistuu mukavasti, kun leikkaat/liimaat alla olevan
funktiomédrityksen Maple-tyoarkillasi. (Suorita leikkaus pdf-tehtévéitiedostosta.)

Reshape:=(vek,m,n)->Matrix(linalg[matrix] (m,n,convert(vek,list)));

Funktio on tehty vastaamaan Matlabin funktion reshape kaytosta siind tapauksessa, jossa vektori
muutetaan annetun kokoiseksi matriisiksi.

Lampotilamatriisin rakentelu kannattaa hoidella (Matlabinomaiseen) tyyliin:

Tsisa:=Reshape(T,2,3); # vektorissa T on ratkaisulampotilat.
Tiso:=Matrix(4,5,0);
vaaka:=<15/2020|20|30>;

pysty:=...;
Tiso[2..3,2..4] :=Tsisa;

Piirtdminen komennolla matrixplot (muista with(plots):)
matrixplot(Tiso,axes=boxed);
Pyorittele kuvaa hiirella.

Huom: Sanomattakin on selvaéd, etta tehtéavé sopii erikoisen hyvin Matlab:lle. Téssé
pikemminkin néaytetddn, ettd Maplen LinearAlgebra-tyokaluilla voidaan matkia
Matlab-tyotapaa ja padstéa lahelle samaa kasittelymukavuutta.

Lisatehtava: Tee ratkaisu Matlabilla!

Palataan asiaan perusteellisemmin Matlab-tehtédvien yhteydessa, jolloin kasitellaan
lahemmin differenssimenetelmaa.



74. mlLi006.tex

Tasapainolimpétilajakauma metallilevyssd.

Kuva esittda metallilevya, joka on yla- ja alapinnoiltaan lampoeristetty ja jonka
reunojen lampotilat on kiinnitetty. (LA&mpoa virtaa vain reunojen kautta.) Tas-
apainolampotilajakauma saadaan Laplacen yhtdlon Au = 0 ratkaisuna. Numeeri-
nen approksimaatio voidaan laskea ns. differenssimenetelmallé: Jaetaan levy sopivil-
la hilaviivoilla osiin ja numeroidaan néin muodostuvat solmupisteet. Menetelma:
Kunkin hilasolmun lampétila on naapurisolmujen lampotilojen keskiarvo. (Johde-
taan kurssin lopulla.)

Muodosta 4 x 4— yhtélosysteemi solmujen 1,2,3,4 lampdtilojen likiarvoille
Uy, U, ugz, uy. Ohje: Aloitetaan solmusta 1: u; = i(30 + uy + ug + 10). Vastaavasti
muut kolme solmua.

20 20
| ————- 0 ---- o0 ————-- I
| |
| I
10 o o3 o 4 o 40
I I
| I
10 o o1l o 2 o 40
| I
I I
| -———- 0 —-———- 0 —————- |
30 30

(a) Ratkaise yhtalosysteemi ja sijoita ratkaisulampotilat ao. hilapisteisiin.

(b) Muodosta 4 x  4- matriisi, jossa on reunaldmpatilat
ja ratkaisemasi sisdpistelampotilat seka, nurkissa lahin-
na olevien kahden reunasolmun keskiarvot tahan tapaan:

U=[5 20 20 30;10 u3 u4 40; 10 ul u2 40; 20 30 30 35]; Piirra

ratkaisupinnan approksimaatio: mesh(U) tai surf (U).

Avainsanat:Lampotilamatriisi, Laplacen yhtélon diskretointi, differ-
enssimenetelman alkeellisin perustehtava, lineaarinen yhtaloryhma.



75. mlLi007 tex
Oheinen kuva esittaa litkenneverkkoa. Kuhunkin solmuun A B,C,D tulevien ja siita
lahtevien ajoneuvojen lukuméérien summa pysyy samana (solmuun ei havia eika
siind synny ajoneuvoja). Kadut ovat yksisuuntaisia nuolien osoittamalla tavalla.

Kuvan saat mukaan tehtavéasi, kunhan kopioit
polku/img/liik.eps-tiedoston omaan img-hakemistoosi. Téassa:

polku=http://www.math.aalto.fi/opetus/Mattie/MattieT /matlabteht /mlLinis/

200

100

(a) Muodosta yhtélosysteemi tuntemattomien ajoneuvoméérien xy, ... x5 suhteen.
(b) Maarita systeemin yleinen ratkaisu.

(c) Jos z4:114 merkitty katuosuus suljetaan, niin miké on yleinen ratkaisu?

(d) Maérita kohdan (c) tilanteessa pienin 2 :n ja suurin z3 :n arvo (jotta yhdensu-
untaisuutta osoittavia liikkennemerkkejé ei tarvitse kdantaa).

Huom! Porrasmuotoon saattamisessa saat halutessasi kéyttaa Matlab/Octave-
funktiota rref (kts. help rref).

Avainsanat: Liikenneverkko, lineaarinen yhtéloryhmé, (redusoitu)porrasmuoto,
rref.



76.

7.

mlLi008.tex

1. Muodosta 5 x 5-yksikkomatriisi I. (help eye)
2. Muodosta matriisi F4, jossa on vaihdettu I:n rivit 2 ja 5.

3. Muodosta matriisi Fs, joka saadaan kertomalla I:n 4. rivi
luvulla 4.

4. Muodosta matriisi Fs3, joka saadaan I:std Gaussin rivioperaatiolla:
ry 41y + 47,
missa r; tarkoittaa matriisin rivia numero i.

5. Muodosta matriisit £;*, E;', Ej' kiyttien komentoa inv ja selitd, mité
rivioperaatiota ne vastaavat.

Avainsanat: Alkeismatriisit, LU-hajotelma, Gaussin rivioperaatio, kdanteismatri-
isi.

mlLi009.tex (KP3-ii, 2008, harjl)

Olkoon
ain1 Aai2 ais
A= Q21 G292 0423
a3 32 0433
ja olkoot
010 100 1 00
Es=|11 0 0 Ey=10101|, Ey=[2120
0 01 0 0 3 0 01

Muodosta matriisitulot EgA, E1A, AE, ja E3A ja selvitd, mitd ndméa operaatiot
tekevét matriisin A riveille/sarakkeille.

Avainsanat: Alkeismatriisit, LU-hajotelma, Gaussin rivioperaatio

Vihje: Kiésinlasku ja ajattelutehtéavé, tarkistukseen voit hyodyntad Matlabin syms-komentoa tai

voit tehdd symboliset matriisioperaatiot Maplella/Mathematicalla.



78. mlLi010.tex
Harjoituksen (KP3-II/s. 2006) ohjetta:
Seuraavissa tehtdvissa voitaisiin johonkin johtopddtokseen pdastd determinantin
avulla. Ndissd harjoituksissa ei kelpuuteta tdllaisia ratkaisuja, vaan harjoitellaan
johtopddatisten tekoa rivioperaatioiden seurauksena.

Osa tehtdvistd on késinlaskuun tarkoitettu, mutta niiden yhteydessd voidaan harjoitella
samalla Matlab/Octave/Scilab-tyoskentelyd (Kts. MattieO).

Annettuna on 3 X 3—systeemin liitdnnaismatriisi

1 2 3 4
4 5 6 7
6 789
Muodosta rivioperaatioilla porrasmuoto "ref" — "row echelon form". Merkitse tuk-

isarakkeet ja tukialkioiden paikat. Jatka sitten rivioperaatioita alhaalta ylospéin
paastaksesi redusoituun porrasmuotoon "rref".

Avainsanat: Lineaarinen yhtaloryhmé, Gaussin rivioperaatio, ref, rref, (redusoitu)
porrasmuoto, row echelon form.



79.

80.

mlLi013.tex
Piirretdaan toisen asteen pintoja. Tata varten tulee pinnat esittda parametrimuodossa

T = .Z'l(U,U),.fQ - .TQ(U,U),LU3 - ,’L’g(u, U)a

missd muuttujat w ja v saava arvoja jostain sopivasta alueesta. Esimerkiksi
parametrisointi

0<u<nm

0<ov<2m

21 = T1sinucos v,
Z9 = Tr9sinusinv {

Z3 = Ir's COS U,

MATLAB ilmoittaa R?:n muuttujat tietylld tavalla organisoituhin matriiseihin seu-
raavasti:

[U,V] = meshgrid(linspace(0,pi,21),linspace(0,2*pi,21));

Nyt ellipsoidin r; = ry = r3 parametrisointi tehdédan seuraavasti

Z1 = sin(U) .*cos(V);
Z2 = sin(U) .*sin(V);
Z3 = cos(U);

Kuvan tasté saa piirrettyd komennolla surf (Z1,Z2,Z3). Kokeile miten pintd muut-
tuu, kun asetat kertoimiksi 7, eri arvoja. Tutustu myos komentoon axis.

mlLi014.tex
Tarkastellaan yhtéaloryhmaé

{0.0001331 +on, =4

x1+.21:2:3

2 3.9997]T
1.99997 1.9999

Tarkka ratkaisu on | , joka 5:lla numerolla esitettyna on

1.0001, 1.9999]7 .

(a) Ratkaise yhtalosysteemi niin, ettd suoritat laskut (jarjestysta vaihtamatta) 3:lla
merkitsevilla numerolla. (Laske laskimella, Matlabilla tms. ja pyoristd kunkin oper-
aation jalkeen tulos 3:een numeroon.)

(b) Tee samoin kuin (a)-kohdassa, mutta vaihda yhtéloiden jéarjestys.

Selitd, miksi (a)-tapauksessa tulee suuri suhteellinen virhe ( 100%:n suhteellinen
virhe toisessa komponentissa), kun taas (b)-tapauksessa virhe on olematon.

Avainsanat: Lineaarinen yhtédloryhmaé, Gaussin rivioperaatio, numeerinen ratkaisu,
numeerinen lineaarialgebra, pyoristysvirhe.



81.

82.

mlLi015.tex

1 8 6
T
Olkoon A= | -1 —4 5 ja = { 8 1 4 } . Ratkaise yhtalo Ax = b osit-
2 4 —6

taistuentaa (“partial pivoting”) kayttaen.
Olkoon P permutaatiomatriisi (rivinvaihtomatriisi), joka méaardytyy rivien vaih-
doista. Muodosta hajotelma PA = LU.

Matlab:lla: help 1lu, [L,U,P]=1u(A) (Tama siis vertailun vuoksi, tarkoitus on
laskea kasin.)

Avainsanat: Lineaarinen yhtaloryhmé, Gaussin rivioperaatio, LU-hajotelma, nu-
meerinen lineaarialgebra, (osittais)tuenta, “(partial) pivoting”.

Vihje: Osittaistuenta tarkoittaa itseisarvoltaan suurimman tukialkion valitsemista pienen
tukialkion aiheuttamien numeeristen ongelmien valttdmiseksi. Matlab saattaa kéiyttda esim. ns.

skaalattua osittaistuentaa, jolloin rivinvaihtostrategia voi olla erilainen.

mlLi017.tex
Muodosta “ylimaardytyvélle” yhtaloryhmélle

T+ 3y=>5
r—y=1
r4+y=0

normaaliyhtéalét ja ratkaise pienimmén neliGsumman (PNS,LSQ) mielessé. Piirré
suorat ja ratkaisupiste tasoon.

Vastaustarkistuskeino: Huomaa, ettd Matlab:n yhtalosysteemin ratkaisija: © = A\b
on niin alykas, ettd se ymmartad yliméaardytyvassa tapauksessa suorittaa PNS-
ratkaisun.

Avainsanat: Lineaarinen yhtaloryhméa, PNS,LSQ, pienimmén neliosumman
menetelmé, LU-hajotelma, numeerinen lineaarialgebra, (osittais)tuenta, “(partial)
pivoting”.

Vihje:



83.

84.

mlLi018.tex
Huom: Késinlasku taydennettyna pikku Matlab-osuudella.

Eraassia mittauksessa saatiin seuraava data:

xdata 1 2 3 4 5
ydata 1.8 2.7 3.4 3.8 3.9

Dataa mallinnetaan polynomilla p(z) = ¢; x + ¢ 2°.

(a) Muodosta PNS-tehtédvan matriisi X ja vektori y siten, ettd tehtédva saadaan
ylimaaraytyvaksi yhtaloryhméksi X ¢ = y.

(b) Ratkaise kerroinvektori ¢. Piirra data ja PNS-polynomi samaan kuvaan.

Vihje: (b)-kohdassa saat mieluusti kiyttd4 Matlab:ia. Tee kuitenkin vaiheittain matriikertolaskut,
transpoosit ym., lopuksi toki voit tarkistaa “takakenolla”. Piirrd samaan kuvaan datapisteet ja
polynomi.

Piirtdminen kay néin:

xd=1:5; yd=[1.8 ...]; plot(xd,yd,’x’); hold on; kertoimet=[c2 c1 0]; x=linspace(1,5); y=polyval(

plot(x,y,’r’); x1im([0 6]); grid on
Huomaa, ettd polyval haluaa kertoimet korkeimmasta potenssista alkaen.

Vast: p(x) = 1.76x — 0.2z

Avainsanat: PNS,L.SQ, pienimmén neliGsumman menetelmé, kiyran sovitus, curve
fitting, data fitting.

mllLi019.tex

Madrita PNS-ratkaisu tehtéavélle Az = b, kun A =

—_ = =
=~

1 4

b= [ -1 6 5 7 ]T. Hyodynna QR-hajotelmaa, jonka voit muodostaa seuraavilla

komennoilla: (Huom: Yleensa ei lasketa rationaaliaritmetiikalla, mutta opettelussa
voi olla hytdyksi.)

>> format rational
>> A=[...] % Jos kirjoitat [...], olet TONTTU!
>> [Q,R]=qr(A)

Vihje: Matlab muodostaa ns. tdyden QR-hajotelman. Kuten huomaat, riittdé ottaa Q:n kaksi
ensimmadisté saraketta ja R:n 2 ensimmaista rivid, miten nyt vain haluat. Huomaa siis, ettd Q on

ortogonaalinen ja R on yldkolmiomatriisi.

Avainsanat: PNS LSQ, pienimmén neliGsumman menetelmé,QR-~hajotelma.



85. mlLi020a.tex
Ohjeita, ominaisarvo-oppia (Liitettaviksi aiheen tehtavipaperiin)

e Ominaisarvo on luku, se voi olla kompleksiluku, vaikka matriisi olisi reaali-
nen.

« Ominaisvektori on (reaalisen matriisin tapauksessa) R™:mn tai C":n vektori
sen mukaan, onko vastaava ominaisarvo reaalinen vai kompleksinen.

e Ominaisarvo saa aivan mainiosti olla 0, ominaisvektoriksi emme hyviksy
nollavektoria.

e Ominaisarvoon A liittyvd ominaisavaruus F) koostuu kaikista A:aan liit-
tyvistd ominaisvektoreista ja lisdksi nollavektorista. Talloin kyseessd on vek-
tori(ali)avaruus, nimittdin matriisin A — A\l nolla-avaruus, N(A — ).

+ Ominaisarvon \; algebrallinen kertaluku M, on karakteristisen polynomin
det(A — AI) juuren kertaluku. Geometrinen kertaluku m,; on dim(Ey;).
Patee: my, < M,

o Jos reaalisella matriisilla A on kompleksinen ominaisarvo A\ = « + i 3, niin
myds A = o —i 3 on A :n ominaisarvo. Jos v on \ :aa vastaava ominaisvektori,
niin liittolukua A vastaava ominaisvektori on V. (Tarkoittaa vektoria, jonka
koordinaatit ovat v :n koordinaattien liittolukuja.)

o Jos on méarattava diagonaalimatriisin ominaisarvot ja -vektorit, niin lasken-
tatyotd ei jad lainkaan. Ald siis suotta ryhdy veivaamaan det(A — \I):n
kautta. (Koko ominaisarvohomman perustavoite on saattaa lineaarikuvauksen
matriisi diagonaalimuotoon. Jos se jo on, niin mitadn ei tarvitse enda tehda,
kunhan osaat siitd lukea.)

o Kolmiomatriisin (yla- tai ala-) ominaisarvot ovat diagonaalialkiot. (Siis yleistys
edelliselle, téssé tapauksessa ominaisvektoreista ei voida sanoa mitaan yleisté. )

e Kun pyydetdan laskemaan johonkin ominaisarvoon liittyvat ominaisvek-
torit, on sopivaa antaa vastaukseksi ominaisavaruuden kanta. Helpoimmin se
saadaan antamalla ratkaisun vapaille muuttujille vuorollaan arvot ( 1,0,0) ,
(0,1,0) , (0,0,1) (jos kyseessd on 3-ulotteinen ominaisavaruus). Tassahdn on
kyse nolla-avaruuden kannan méaaraamistehtéavasta.

o Eri ominaisarvoihin liittyvat ominaisvektorit ovat LRT.

o Diagonalisointi: Annettu A. Etsittavé, jos mahdollista, matriisit V' ja D, V
kaantyvi ja D diagonaalimatriisi siten, ettd A = VDV L,
Jos tehtévina on diagonalisoida A, etsitdén matriisit V' ja D ja perustellaan
V:n kdantyvyys. (Yleensé ei vaadita V~':n laskemista ilman eri kehoitusta,
tai jatkotehtavin asettamaa tarvetta.)

« Octave/Matlab-komentoa eig kannattaa kiyttaa ainakin tarkistukseen. Muo-
to [V,D]=eig(A) antaa suoraan diagonalisointimatriisit: V' :n sarakkeina omi-
naisvektorit ja D :n diagonaalilla (samassa jarjestyksessd) ominaisarvot. Jos A
on diagonalisoituva, niin V' :n sarakkeet ovat LRT, jolloin voidaan muodostaa
V~1: Matlab/Octavella: inv (V).

Avainsanat: Ominaisarvo-opin perus(lasku)ohjeita



86.
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mlLi020.tex
Suorita Matlab-komento eigshow. Opiskele helppiteksti ja suorita joitakin kokeiluja
kuljettamalla z-vektoria 1api koko yksikkdympyran. (Tamé vain lammittelyksi.)

Valitse erityisesti matriisit A=[1 3;4 2]/4,B=[3 1;-2 4]1/4 ja

C=[2 4;2 4]/4. Maérita kuvan perusteella kunkin ominaisarvot ja -vektorit. Saat
vektorit tarkemmin komentamalla grid on.

Mité, jos kuvan perusteella ominaisarvoja/vektoreita ei nayttéisi olevan?

Maérita kuvan perusteella myos ominaisavaruuden dimensio matriisin C' tapaukses-
sa.

Laske kunkin matriisin ominaisarvot ja -vektorit eig-komennolla. (help eig)

Huom: Jos niitd matriiseja ei sattuisi olemaan valmiina valikossa, voit ne sinne
lisita helppiruudun “View code for eigshow”-linkistd. Hae koodista kohta mats =
. ... Siitd naet, miten matriiseja voi lisdta. Jos editoit koodia, tallenna se omaan
hakemistoosi vaikkapa nimelle ominashow, ja sitten vaan ominashow.

Tee joitakin omia kokeiluja erilaisilla matriiseilla oman “ominashow”:n avulla.

Avainsanat: Ominaisarvot, ominaisvektorit, ominaisarvojen graafinen havainnollis-
taminen, ominaisvektorien graafinen havainnollistaminen, Matlab: eigshow, eig

mlLi021.tex (késinlasku, Matlab sopii avuksi/opiksi)
3 -2 4

Muodosta matriisin A = | =2 6 2 | ortogonaalinen diagonalisointi (tarkoittaa
4 2 3

ortonormaalia).

Laskutyon vihentamiseksi annetaan (tai pyydetdan oppilasta komentamaan):

>> eig(A)

ans =
-2.00
7.00
7.00

Avainsanat: Ominaisarvot, ominaisvektorit, ortogonaalinen diagonalisointi.

Vihje: Muista, ettd ominaisvektorit eivit automaattisesti ole yksikkévektoreita, ja useampiker-
taista ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit eivit automaattisesti ole ortogonaaliset.

Jos olet saanut samaan ominaisavaruuteen kuuluvat LRT ominaisvektorit v; ja v, niin ortonor-
maalin kannan saat

1) geometrisen ajattelun avulla: Muodosta ve:n kohtisuora projektio vy:1ld ja vihenni se wvy:sta.
Tai

2) algebrallisesti: Maarita kerroin kerroin c siten, ettd (vq + cvg) L vy.



88. mlLi028.tex
Olkoon

— Ot
(O3 i y—

a) Laske matriisin A diagonalisointiin tarvittavat matriisit P ja D.

b) Varmista, ettd P on ortogonaalinen, ja D on diagonaalinen ja diagonaalialkiot
suuruusjarjestyksessa.

c¢) Osoita, ettéd spektraalikaava
)\lulur{ + /\guquT + /\3u3u3T =A
patee.

Vihje:

89. mlLi029.tex

Potenssimenetelmé on erds keino l10ytaa itseisarvoltaan suurin ominaisarvo ja vas-
taava ominaisvektori. Menetelmé toimii seuraavasti:

o Valitse alkuarvaus by. Ainoa vaatimus on, ettd talla vektorilla on nol-
lastapoikkeava komponentti ominaisarvon suuntaan — kiytannossa kannattaa
valita vektori, jonka jokainen alkio on nollasta poikkeava.

o Aseta
L Ab,
T llAby]
« Jatka kunnes jono (by) suppenee. Ominaisarvo A = ||Abyg|| ja vektori x = by.

Toteuta menetelma MATLABissa, ja laske matriisin gallery(5) suurin ominaisarvo
ja vastaava ominaisvektori. Testaa tuloksen oikeellisuus.



90.

91.

92.

mlLi030.tex
Ominaisarvojen laskentamenetelmii, Power method [KRE?] Sec. 20.8
Sovella potenssimenetelmédd (3 kierrosta) matriisiin

3.5 20
A=
20 0.5
alkuarvolla xy = [1,1]7. Laske Rayleigh-osamddrit q ja virherajat.

Ratkaisu: Vastaus: ¢ = 4,4.493,4.4999; |e| < 1.5,0.1849, 0.0206

Avainsanat: Potenssimenetelma, ominaisarvojen laskentamenetelmat, Power
method.

mlLi031.tex
Osoita, ettd jos  on ominaisvektori, niin § = 0 virhekaavassa (2) Theorem 1 s. 872
(KRE?, luvun 20.8, Power Method for Eigenvalues alkusivulla) .

Vihje: Paittelytehtéiva, ohjelmistoista ei hyotya.

Avainsanat: Potenssimenetelméa, ominaisarvojen laskentamenetelméat, Power
method.

mlLi032.tex
(a) Paattele Gershgorinin lauseen avulla matriisin

11 04 -0.5
A= 04 7 a
—05 a 4

ominaisarvojen likiarvot ja missé rajoissa ne ovat.

(b) Milld a:n reaaliarvoilla nahdéén suoraan, ettd matriisi on kdéntyva. (Tarkoitus ei
ole laskea determinanttia tai ominaisarvoja, korkeintaan halutessasi tarkistukseksi
ja varmistuksesi Gershgorinin patevyydelle.)

Vihje: Kisinlasku, jossa voit harjoitella Matlabin laskinkayttoa.

Avainsanat: Gershgorinin lause , ominaisarvojen laskentamenetelmét, ominaisar-
voarvio.
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mlLi040.tex

Olkoot A kompleksinen n x n matriisi, ja olkoot R; = =, ; |ay], eli rivin alkioiden
itseisarvojen summa diagonaalia lukuunottamatta. Gershgorinin kiekkolauseen véite
on, ettd jokainen matriisin A ominaisarvo \; sijaitsee jossakin kiekossa D(a;;, R;),
(kompleksitasoon piirretty kiekko, jonka keskipiste on pisteessé a;;, ja jonka sdde on
R;). Totea lauseen viite kokeellisesti, kun A=10*randn(12)+ 5*randn(12)*i;

Vihje: Ympyrin, jonka keskipiste on (z,y) ja side r saa MATLABissa piirrettyd helposti seu-
raavasti:

x = 0.4; y= -0.34

t 0:0.02:2xpi;

plot(x+cos(t) ,y+sin(t));

hold on

%Yksittdinen piste piirretéddn seuraavasti
plot(x,y,’r.’);

mlLi050.tex
Gram-Schmidtin menetelméa vektorijoukon {vi,vs,...,v,} ortonormalisoimiseksi
toimii seuraavasti:

» Ortogonalisoidaan:
u; = vy

ui-va

Ug =— Vo — g

_ _oyvn—1 ugv
u, = Vp Zk:l uk'llz Uy

u;

=1...
il n

e Normitetaan: e; =

Kirjoita MATLAB-funktio B = grmsch(A) joka hakee Gram-Schmidtin menetelmal-
14 ortonormaalin kannan matriisin A sarakeavaruudelle. Testaa ortonormaalius
laskemalla B’ *B.

Vinkki: Laskutoimitus {-uy, vastaa toimitusta (ul'v,)u,. Lisitehtivi nopeille:
Matriisin sarakeavaruuden normalisointi ei poikkea kovin paljon QR-hajotelman
tekemisesta. Jos ehdit, toteuta oma algoritmisi QR-hajotelmalle.



95. Seuraava kuva esittdd kymmenen sivun ”internettia”.

Laske tdméan verkon téarkein sivu kdyttamalla PageRank-algoritmia:

 Luo verkon vierusmatriisi A = [a;;], missa

1 jos sivulta j on linkki sivulle i
Q;5 =
! 0 muuten

o Laske vierusmatriisin suurin ominaisarvo, ja vastaava ominaisvektori.

o Normalisoi laskemasi suurinta ominaisarvoa vastaava ominaisvektori (jaa kaik-
ki vektori alkiot vektorin summalla). Miké& on tdmén verkon térkein sivu.

o Piirrd verkkon kuva kéyttden laatimaasi vierusmatriisia ja gplot-komentoa.
Tutustu gplotin help-sivuun.



mlMatriisit

96.

97.

Potenssimenetelméa on eras keino 16ytda magnitudiltaan isoin ominaisarvo ja -
vektori. Menetelmé toimii seuraavasti:

o Valitse alkuarvaus bg. Ainoa vaatimus on, ettd télla vektorilla on mnol-
lastapoikkeava komponentti ominaisarvon suuntaan — kdytannossa kannattaa
valita vektori, jonka jokainen alkio on nollasta poikkeava.

» Aseta
b Aby,
M1 = AT
[|Aby|
« Jatka kunnes jono (by) suppenee. Ominaisarvo A = ||Abyg|| ja vektori x = by.

Toteuta menetelméd MATLABissé, ja laske matriisin gallery(5) isoin ominaisarvo
ja -vektori. Testaa tuloksen oikeellisuus.

Vihje:
Tehdédan LU-hajotelma tuentaa hyvéiksikayttaen. Ensimméiseksi, yritetadn ym-
martad, kuinka tuenta toimii seuraavan pseudokoodin avulla.

[Kommentoitu pois codebox-osuus|

Kirjoita vastaava MATLAB-funktio, ja ratkaise sen avulla ongelma Ax = b, kun

0 3 12 29
A=|3 12 1|.,b=|21
-1 -3 4 45

Kokeile sitten ratkaista ongelma Ax = b, kun A on 18 x 18 Hilbertin matriisi, ja
b = Allls,

Vihje:

Hilbertin matriisi MATLABina:

=
|

= hilb(18);
Axones(18,1);

o’
]



98.

99.

Gram-Schmidtin menetelmé vektorijoukon {vi,vs,...,v,} ortonormalisoimiseksi
toimii seuraavasti:

e Ortogonalisoidaan:
u =V

ui-va

Uy = Vg — oy

_ . n—1 ug-vp
u, = Vp Zk:1 up-ug Uy

e Normitetaan: e; = 2.1 =1...n

Kirjoita MATLAB-funktio B = grmsch(A) joka hakee Gram-Schmidtin menetelmal-
14 ortonormaalin kannan matriisin A sarakeavaruudelle. Testaa ortonormaalius
laskemalla B’ *B.

Vinkki: Laskutoimitus {-euy, vastaa toimitusta (ul'v,)u,. Lisitehtivi nopeille:
Matriisin sarakeavaruuden normalisointi ei poikkea kovin paljon QR-hajotelman
tekemisestd. Jos ehdit, toteuta oma algoritmisi QR-hajotelmalle.

Vihje:

Matriisi (a;;) = A € R™™ on yldkolmiomatriisi, jos a;; = 0 kun i > j.

(a)Kirjoita MATLAB funktio, joka ratkaiseen yhtdloryhmén Ax = b, kun A on
ylakolmiomatriisi.

(b) Generoi satunnaisia ylakolmiomatriiseja, ja tutki josko

(1) kahden ylédkolmiomatriisin tulo on aina ylakolmiomatriisi,
(2) yldkolmiomatriisin kdénteismatriisi on aina ylakolmio.

(3) determinantti on aina nollastapoikkeava.

Vihje: Satunnaisia matriiseje voi luoda kommennoilla rand ja randn. N&itd kertomalla saa ma-
triiseja joiden arvot ovat milld vain halutulla véililld. Yldkolmion saa matriisista A komennolla
triu(d).



100. Olkoon

(S -
[}

a) Laske matriisin A diagonalisointiin tarvittavat matriisit P ja D.

b) Varmista, ettd P on ortogonaalinen, ja D on diagonaalinen ja diagonaalialkiot
suuruusjarjestyksessa.

c) Osoita, etté spektraalikaava
AlululT + >\2u2u2T + >\3u3u3T =A

Vihje:

mlNonlinequ, Epélineaariset yhtalot

101. Maarita funktion

T
2+ 042 +0.1

f(x) =12(x — 1) sin x € [—4,4]

kaikki nollakohdat (33 kpl).



102. Historiallisesti mielenkiintoinen yhtilé on

3 —2x—5=0,

jota Wallis-niminen matemaatikko kasitteli, kun han ensi kertaa esitteli Newtonin
menetelmid Ranskan akatemialle. [Lahde: Moler NCM]

1. Piirra kuvaaja saadaksesi alkuarvon Newtonin menetelmalle reaalijuurta
varten.

2. Maéarita reaalijuuri omanewton:1la Neuvo: Polynomifunktion voit maaritella
tahan tapaan, kun p on kerroinvektori:

pf=@(x) polyval(p,x)

Derivaatan saat polyder- (tai omapolyder)-funktiolla.

3. Yrita 1oytad kompleksijuuri antamalla kompleksisia alkuarvoja. (Jos loydat
yhden, niin toinen on sen liittoluku.)

4. Madrita juuret roots-funktion avulla.

Vihje:
Ratkaisu:M1N101ratk.m|[Tulee]

103. [NCM 4.15, p. 138]

Keplerin malli:
M =FE —esin, E

1. Ratkaise fzero:lla

2. Sarjakehitelma:

1
— Jm(me) sin(mM)
m

-2

Vihje:
Ratkaisu:M1N102ratk.m|[Tulee]



104.

105.

[NCM 4.15, p. 138]

Vesiputken syvyys, jotta ei jaady.
Vihje:
Ratkaisu:M1Nlxxratk.m|[Tulee]

Vilinpuolitusmenetelmé on erés tapa 16ytda funktion nollakohta. Bolzanon lauseen
nojalla, jos jatkuvalla funktiolla on jonkin suljetun vélin [a,b] péitepisteissi er-
imerkkiset arvot, silla on vdhintdan yksi nollakohta talla valilla. Valinpuolitus-
menetelma toimii seuraavasti:

« Laske vilin [a, b] keskikohta m = 25%.
o Laske f(m). Jos f(m) = 0, ollaan léydetty nollakohta ja lopetetaan algoritmi.

e Jos f(m)m merkki on sama kuin f(a):n, voidaan tutkittavan vilin vasenta
padtepistetta siirtda kohtaan m, eli a <— m, ja palataan algoritmin kohtaan 1.

e Jos f(m)mn merkki on sama kuin f(b):n, voidaan tutkittavan vilin oikeaa
paatepistetta siirtdd kohtaan m, eli b < m, ja siirrytadn algoritmin kohtaan
1.

Tita ideaa noudattaen, laske funktion f(z) = e~ sin(2?) — L vililld [0, 1]
sijaitseva nollakohta.
Vihje: Numeerisessa tapauksessa absoluuttisen nollan 16ytdminen on ldhes mahdotonta — sinun

tulee méarittad jokin hyviksyttévé toleranssi. Funktion arvojen samanmerkkisyyttd voidaan tutkia

laskemalla naiden tulo: jos kahden luvun tulo on positiivinen, ovat ne samanmerkkisia.



106.

107.

108.

Sekanttimenetelmd on toinen funktion nollakohtien loytédmiseen kéytettava
menetelma. Sekantti on suora joka leikkaa annettua kéyrdéd kahdessa pisteessa.
Sekanttimenetelmén idea on approksimoida annettua funktiota f valilla [a,b] pis-
teiden f(a) ja f(b) vélille piirretylld suoralla. Taméan suoran, ja x-akselin vélinen
leikkauspiste otetaan valin uudeksi paétepisteeksi. Iteraatiokaavaksi saadaan nain

f(xn) - f(xn—1>

Sekanttimenetelma suppenee yleensa, mutta ei aina, nopeammin kuin valinpuolitus-

Tp+1 = Tn — f(xn>

menetelma.

Sekanttimenetelmaa kayttien laske funktion

1

9(w) = cos(5v/x)* Vi

valilla [0, 5] sijaitseva nollakohta.

Vihje: Tille funktiolle ja télle menetelmélle on mahdollista 16ytéaé alkuarvo, jolla menetelmé ei

toimi: kokeile siis useaa arvausta.

Matlab/Maple/Mathematica
H2T17/mIN1100/mplY100/mmaY100

Etsi yhtéilon 28 — 3627 + 5462 — 453625 4 224492* — 6728423 + 11812422 — 1095842 +
40320 = 0 vélilla [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z”:m kerroin luvuksi —36.001 ja katso,
mika vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots Mathematica: ...

Ratkaisu: Ratkaisutiedostossa lisdd variaatioita ja analyysid tehtdvaan.
Avainsanat: Polynomin juuret, numeriikka, héiricalttius, ill-conditioned

Ratkaise yhtdloryhma

ey —2 =0
sin(x;) —1 =0
r3—3 =0

kayttden Newtonin menetelmad. Tutki suppenemista eri alkuarvoilla.

Vihje: Tehtévissi tarvittava Jacobin matriisi kannattaa (ehké) tehdé spesifind funktiona.



109.

110.

Maple,Matlab,[Mathematica] (uors)

Newtonin menetelmén askel voidaan méaritella vihaeleisesti Maplelle. Maaritelldan
iterointifunktio:

>N := x > evalf(x - £(x)/D(f)(x));

Iterointi tapahtuu joko for-silmukalla tai iterointioperaattorilla N@@k. (For silmukka
lienee tehokkaampi, kun halutaan muodostaa koko iterointijono.) Ratkaise seuraavat
yhtalot Newtonin menetelmélla. Sopivat alkuarvot vaikkapa kuvan avulla.

a) rcosx=sinzx+1, 0<x<27m
b) 2?4+ sin z =8

Vihje: Matlab-tehtdvissd on antoisinta tehdd Maple-Matlab-tyonjako: Muodostetaan ensin it-
eraatiokaava Maplella symbolisessa muodossa (jatetaan ylla N-kaavasta evalf pois) ja siirretdédn
kaava Matlabiin (1print, Matlabissa vectorize lisdd pisteet.

Kaikkein kétevinta lienee kdyttda Symbolic Toolboxia symboliseen derivointiin, jos se on kiytet-

tavissa.

Avainsanat: Epalineaarinen yhtéalo, Newtonin menetelmé, iteraatio

Maple , Matlab (w2ro)

Tarkastellaan vaestonkasvumallia

N(t) = Noe + S (¥ = 1),
jossa otetaan huomioon biologisen lisdantymisen ohella myos maahanmuutto, jon-
ka oletetaan tapahtuvan vakionopeudella v yksilod vuodessa (netto). Oletetaan, et-
té tietty populaatio on alunperin 10° yksilod, 435000 yksilod muuttaa "maahan'l.
vuoden aikana ja populaatiossa on 1564000 yksilod vuoden lopulla. Maarita luku
A Kayta tatd A:n arvoa ennustamaan populaation koko toisen vuoden lopussa, kun
oletetaan maahanmuuttovauhdin séilyvan vakiona.

Vihje: Maple: £solve, Matlab: fzero

Avainsanat: Epalineaarinen yhtélo, viestonkasvumalli, epalineaarinen yhtalo, vae-
stonkasvumalli.



111.

112.

Newtonin menetelmé lienee kaikista funktion juuren etsimiseen kéytetyisté
menetelmista kuuluisin. Toisin kuin aikaisemmin esittelemdmme menetelmét, se ei
edellyté tietoa juuren sijainnista, mutta toisaalta se ei aina valttamatta suppene
kohti juurta.

Newtonin iteraatioilla tarkasteltavilta funktioilta odotetaan jatkuvuutta ja de-
rivoituvuutta. Newtonin iteraatiokaava on

n

Kéyttaen aikaisemmin kirjoittamaasi numeerista derivointikaavaa, ja etsi funktion

f(z) = e~ sin(2?) — 1 nollakohtia kiyttien Newtonin menetelmid. Kiyta
alkuarvoina ainakin arvoja 0.5, 12.2 ja 2.2. Kuten huomataan, alkuarvoilla on todella

dramaattinen vaikutus siihen, kuinka ja minne menetelméa suppenee.

Kokeile sitten ratkaista funktion g(x) = x®—22+2 nollakohta Newtonin menetelmal-
14 kayttden alkuarvauksena xy = 1. Mitd tapahtuu? (vinkki: Ctrl + C lopettaa
ikuisen luupin.)

Viimeisend kokeile ratkaista funktion h(z) = 1 — z? nollakohta Newtonin
menetelmalld kayttden alkuarvauksena xo = 0. Mitd tapahtuu?

Vihje: Numeerisissa tapauksissa etsitdén nollakohtaa jollain sopivalla toleranssilla. Derivaattana
kannattaa kiyttdd méadritelmén sijasta 3-pisteen sadntoa:

R (LTE (2]

kun h on pieni.

Kun z = z + iy ja =2 < 2,y < 2, eksponenttifunktion z — exp(z) kuvaajan voi
piirtaa seuraavasti:

t =-2:0.2:2;
[x y] = meshgrid(t,t);
z = X+i*y;

r = exp(z)
mesh(real(r));

Imagindériosan saa piirrettya komennolla mesh (imag(r)). Tee vastaavat graafit seu-
raavista kuvauksista edellamainitulla valilla.

1. z+— log(z)
2. 2+ 22

3.z z+1/z

Vihje:



113. Maaritelldan
nx

" 1+ n2a?

Néyta etté jokaiselle kiinnitettylle arvolle x luku S, (z) lahestyy nollaa, kun n — oo,
ja etsi S,(x):mn adariarvot x:n suhteen. Piirra funktio S, (z) valilla [-2,2] kun n =
2,4,6,8, 10.

Sn(x)

Vihje: Ohjelman suorituksen voi keskeyttad kesken skriptin komennolla pause. Vilin voi mééritel-

14 joko vektorinotaatiolla -2:0.02:2 tai komennolla linspace(-2,2,100).

matlabteht /mlPerusteet, Matlab-perusteita

114. mlP001a.tex

Olkoonz = [0 -1 24 -2153],jaJ=[562162384T7].
Mita syntyy seuraavilla Matlab-komennoilla (sijoitetaan tilan sddstamiseksi useita
samalle riville.)

x =2z, A=xxx’, 8 = x’%x, w = x*J,
length(x), length(z)

size(A), size(x), size(z), size(s)

Vihje: Suorita doc length, doc size, tai etsi Matlabin Help index:n avulla (lisé)tietoa komennoista.



115. mIP001.tex
Matlab-pikaohje

10.

11.

12.

. Komennon suorittama tulos tulee ruudulle ENTER-painalluksen jalkeen (ku-

vat erilliseen ikkunaan). Jos haluat estdéd tulostuksen, paata komento puolip-
isteeseen. Jos myohemmin haluat katsoa muuttujan sisallon, kirjoita sen nimi
(ilman puolipistettd). Jos muuttuja on suuri matriisi, kannattaa ensin kat-
soa sen koko size(A) tai sen jotain osaa, esim. A(1:10,1:10). Tai klikkaa
“workspace”-ikkunan muuttujaikonia.

. Edellisen komennon tulos on muuttujassa ans. Yleenséa on suositeltavaa antaa

tulokselle oma nimi tyyliin nimi= ...

. Nuoliylés-nappéaimelld (1) voi selata aikaisempia komentoja. Kayta ahkerasti

komentoja help, doc.

. format long : Tulostetaan enemmén numeroita (n. 16). Laskutarkkuuteen

tama ei vaikuta.
format rational laskee rationaaliluvuilla.
format short: Paluu oletustulostukseen.

. Matriisi saadaan aikaan tyyliin: A=[2 4 3;0 1 -1;3 5 7]. Vektori saadaan

nain:

v=[1 2 3]. Pystyvektorissa kiytetddn erottimena puolipistettéd (tietysti, vrt.
matriisi A ylla). Matriisikertolaskun merkki on * (Edellistd virketta ei voi
paattaa pisteeseen!)

. Matriisin A transpoosi: A’ (reaalisessa tapauksessa).

Kokonaislukuvektori: Esim 1:10 tai 1:2:20. Myo6s linspace. Pystyvektoriksi
transponoimalla.

. A(i,j) Am alkio (i,j).

AC2,:) A:mn 2. rivi

A(:,3) A:mn 3. sarake

A(1:4,1:4) osamatriisi

Matriisin osaa voi paivittaa, vaikkapa:
A(1:4,1:4)=ones(4,4) tai
A(2,:)=A(2,:)-2*%A(:,1) (Gaussin rivioperaatio).

. Matriisien liittaminen: Jos A:lla ja B:lla on yhta monta rivid, ne voidaan liittaa

perakkain: [A b]
(tai [A, b]). Jos yhtd monta saraketta, niin allekkain: [A;B]

Laskutoimitukset tarkoittavat matriisilaskua. Siis esim.
A*B, A~p (jalkimméinen mahdollinen vain nelidmatriisille)

Vektorien ja matriisien (samankokoisten) pisteittdinen eli alkioittainen lasken-
ta tapahtuu lisdéamalla eteen piste. Esim: u=[1 2 3], v=[-2 -2 -2], u.*v.
Toinen operandi voi olla skalaari. Siten esim. vektorin v kaikki komponentit
voidaan korottaa toiseen komennolla u.~2

(Ei siis tarvitse tehda: u.” (2*ones(size(u))), joka tietysti toimii.)

Piirtdmista varten muodostetaan x-vektori, joka edustaa diskretoitua -

akselia ja lasketaan a.o. funktion arvo vektoriin y.
PiivrtA- N1A+(~ ) -



116.

117.

118.

mlP002.tex
Muodosta vektori, joka koostuu parillisista kokonaisluvuista vélilla [21, 66].

mlP003.tex

Olkoon x=[2 51 6 7 4 3 2 1 11].
1. Lisaé jokaiseen alkioon luku 12
2. Lisaa 3 parittomien indeksien osoittamiin alkioihin.
3. Laske vektorin alkioiden neligjuuri.

4. Laske vektorin alkioiden neliét ja neliGsumma.

Vihje: Helppo tapa vektorin v indeksivektorin muodostamiseen:

ind = 1:length(v)
Miten siis parittomat indeksit?

Summaus sujuu helposti: help sum

Avainsanat: Matlab-alkeet, vektorien muodostus,vektorioperaatiot, indeksointi,
kaksoispiste(:) .

mlP004.tex
Olkoon x =[326 80 -1]° ja y=[4 1350 0]

1. Lisaa vektorin x alkioiden summa vektoriin y
2. Korota vektorin x alkiot vektorin y vastinalkioiden osoittamiin potensseihin.
3. Jaa y:n jokainen alkio vektorin x vastinalkiolla.

4. Kerro x:n jokainen alkio y:n vastaavalla alkiolla ja talleta tulos muuttujaan z

Vihje: Téssd harjoitellaan aritmetiikkaa vektorilausekkeilla. Muista piste (.) laskuoperaation
edessi (paitsi 4+, —). Summaukseen: help sum

Lue: help NaN ja help inf .

Huomaa: Matlab:lle 0° = 1 (eikéi NaN)



119. mlP005.tex
Muodosta vektori x, joka koostuu alkioista:

1. 2,4,6,8,...,20

2. 10,8,6,4,2,0,—2, -4, ..., —10
3.1,1/2,1/3,1/4,1/5,...,1/10
4.0,1/2,1/3,1/4,1/5,...,1/10

Vihje: Kahdessa viimeisesséd kohdassa voit selkeyttdda komentamalla:
format rational

Paluu oletusformaattiin: format

120. mlP006.tex

Maéaérittele vektorit

x = [1 234 5]
y = [0 2 4 6]
z=[-4-2024]

Kokeile seuraavia laskutoimituksia/komentoja:

X.%Z
x*z’
X*Z % Miksi virhe ?
x.72 % Mika vektori?
x"2 % Miksi virhe ?

sqrt (xxx’)

sqrt(sum(x.”2)) % Miksi sama tulos kuin edella?
norm(x)

help norm

Vihje:



121. mIP007.tex
Maéaérittele matriisit

3 0 34 5
1 2 3 1 2 3 4
4 2 210 -1
u = v = C=|136|] A=|5 6 7 8 B =
5 4 5 4 2
149 9 10 11 12
6 6 1 21

Selvité (ilman Matlabia), mitka seuraavista laskutoimituksista on maaritelty, ja ker-
ro sanallisesti, mitd ne tekevéit. Tarkista MATLAB:Ila.

AxC  CxA c 2 c.”2 A™2 A.72

Vihje: Tee skripti, jossa kukin laskutoimitus on omana %%-merkeilld erotettuna lohkonaan tyyli-
in:

hte
AxC 7, Lyhyt selitys
YA
CxA 7% Lyhyt selitys
hte

Vie kursori kuhunkin lohkoon vuorollaan ja CTR-ENTER, ja seuraa MATLAB-komentoikkunan tapah-

tumaa.

Avainsanat: Matlab perusteet, Matriisikertolasku, taulukko-operaatiot.



122. mIP008.tex

Edellisen tehtévan lyhennetty versio.

Maéaérittele matriisit

12 3 1 2 3 4
A=|136|B=|56 7 8|,
1409 9 10 11 12

Kokeile ja selita:
AxB BxA A2 A.72 B"2 B.72

Vihje: Tee skripti, jossa kukin laskutoimitus on omana %%-merkeilla erotettuna lohkonaan tyyli-
in:

hte
AxC % Lyhyt selitys
YA
CxA 7 Lyhyt selitys
hte

Vie kursori kuhunkin lohkoon vuorollaan ja CTR-ENTER, ja seuraa MATLAB-komentoikkunan tapah-

tumaa.

Avainsanat: Matlab perusteet, Matriisikertolasku, taulukko-operaatiot.



123. mIP009.tex
Vrt. opas:
http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/mini/vektgraf.html#alkulukuskripti

Avaa uusi m-tiedosto (skripti) vaikkapa alkulukuja.m . Kirjoita sithen komennot,
joilla saat selville kaikkien korkeintaan N:n suuruisten alkulukujen lukumaéran ja
summan. Laske lisdksi lukuméaran suhde kaikken lukujen < N lukumaéaraan, ja
myos sama summille.
Aloita tiedosto néin:

bk Selita, mita skripti tekee ja vaikka oma nimi, pvm. ym.
N = 100

alkuluvut= ...

lkm = ...

summa= ...

Apu: help primes (tai doc primes)
help sum .

Myohemmin: opitaan tekemédn funktio-m-tiedostoja, jolloin N voidaan antaa
parametrina omalle "alkulukuja-funktiolle.

Vihje:

Avainsanat: mlPerusteet, Matlab perusteet, skripti, m-tiedosto, alkuluvut, sum

124. mIP010.tex

1. Miten kaantéisit vektorin v alkiot vastakkaiseen jérjestykseen kaksoispisteen
(:) avulla?

2. Enta matriisin A sarakkeet, vastaavasti rivit?
Huom: Naihin on my6s valmiit funktiot: £1iplr, flipud 'LeftRight, Up-
Down"

3. Miten limitat (“merge”) kaksi samanpituista vektoria u ja v?

Tarkoitus on siis muodostaa vektori w = [uy, vy, ug, va, . . .|

Vihje: Liitd vektorit allekkain ja jonouta niin saatu 2-rivinen matriisi sarakkeittain (ove-

laa). (Sarakkeittain jonoutus matriisille A saadaan ndin: A(:).)

Avainsanat: mlPerusteet, Matlab perusteet, fliplr,flipud, kaksoispiste (:), kdén-
teinen jarjestys, kaanteinen jarjestys, matriisin jonoutus, “merge”, limitys



125.

126.

Matriisin kokoaminen osista, lohkomatriisit, skriptit

Nyt jo viimeistaan on syyta ottaa skriptit kdyttoon. Kts. skriptiohjetta (laitetaan
myo6s tahdn) (myos help script) (Itse asiassa skriptilld kannattaa aloittaa koko Mat-
lab harrastus.)

Tutustu helpin avulla funktioihin: eye, ones, zeros, diag, size.
Aloita sitten hommat avaamalla uusi skripti-tiedosto, jonne kirjoitat kommentit ja
komennot.

Olkoot Y,,«r ja Npxr ykkosistd ja vastaavasti nollista koostuvia n X k-matriiseja
ja olkoon Iy, yksikkématriisi. Muodosta seuraavat (lohko)-matriisit esim. arvoilla
n = 4, k = 3. Rakenna skripti siten, etta naita on helppo muutella.

Nan [an
, B=

_[nxn Nnxn
a) Poimi A :n pédi- ja sivuldvistdja. Neuvo: Jalkimmaéisessd on hyotyéd vaikkapa
fliplr-komennosta.

[nxn Ynxk
kan [k><k

A:

b) Poimi B:n “alalavistajit”, jotka alkavat 4:n askeleen padssa paalavistajasta 1.
vaaka- ja 2. pystysuunnassa. (Edelleen: help diag).

Lopuksi voit kayttda publish-komentoa dokkarin aikaansaamiseksi. Totuttele
tahén, ohjeita on ... (tdhan viittauksia).

Avainsanat: mlPerusteet, matlabperusteet, Lohkomatriisit, skriptit, m-tiedostot,
diag.

mlP012.tex

Taikanelion saa komennolla magic(n) . Muodosta muutamalla pienehkolld n:n arvolla
matriisin M=magic(n) rivisummat, sarakesummat, lavistdjasumma ja sivulavistaja-
summa.

Taikanelioilla on mielenkiintoinen historia. Ne tunnettiin Kiinassa 2000 vuotta e.a.a.
http://www.mathworks.com/moler/intro.pdf Kts. Molerin kirjan introsta s. 18
alk. Myo6s Matlab:n dokumentaatiosta.

Avainsanat: mlPerusteet, matlabperusteet, taikanelio, magic, rivisummat, sarake-
summat,diag



127. mlP013.tex

Téassa vahan keskeneraistd muotoilua, mutta sopii “taikateemaan”. Tarkennellaan,
kun ehditdan ...

Taikanelioilla voisi demonstroida Markovin prosesse-
ja, ehka jatetdan ominaisarvolaskujen yhteyteen. (vrt.
http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/tehtavial.html teht.
6)

Tassa on joku, liittyy johonkin...
http://math.tkk.fi/opetus/v/matlab/opas/osa2.html#luku251

Matlab-opas/elo/touko2010-sivuilla tarkempi tehtévéseloste.
Vihje:

Ratkaisu:

Avainsanat: Markovin matriisit, prosessit, ominaisarvot.

Liittyy: Lineaarialgebra/ominaisarvot. Aiemmissa kurssimatskuissa, myos Solmu-
kirjoituksessa, koetehtévissa on monia tehtavia ratkaisuineen.



128. mlP014.tex, mplP014.tex
Maple [Mathematica] , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Tarkastellaan funktiota

sin(x)
=1 .
fla) =1+ 3
a) Maple: Maarittele f lausekkeeksi, laske fin arvo pisteessid © = —2.0 ja piirré
kuvaaja valilla [—5, 5].
Matlab:

Tee vastaava asia Matlabilla, kirjoita skripti. Huomaa, etta Matlabissa tdytyy ensin
antaa x:lle numeerinen (vektori)arvo.

b) Tee samat asiat, mutta nyt mééritteleméalla f funktioksi.

Vihje:
a)
Maple Matlab:
> fi=1-... >> x=...
> subs... >> f=...
> plot >> plot
b)
Maple Matlab
> fi=x->1-... >> f:=0(x) 1-...

Ratkaisu: Ratkaisu:

mplPerusteet/mplPO14R.mw ja .pdf
mlPerusteet/mlP014R.m ja .pdf

Luokittelu:

mplteht/mplPerusteet/mplP014.tex, matlabteht/mlPerusteet/ml1P014.tex
Avainsanat:

Mapleperusteet, funktiot, lausekkeet, Matlabperusteet



129. Rekursiokaava
1 a
o = 1,$n+1 = §($n + ;’n)
suppenee kohti lukua +/a. Kirjoita MATLAB-skripti, jolla voit tarkastella tata sup-
penemista, kun a = 5. Tee tulostus muodossa
n  x(n) Error

0 1

6
Vihje: Suppenemisen tutkimisessa kannattaa kayttdd for -luuppia. Yksinkertaisimmillaan se

toimii syntaksilla for k = alkuarvo:loppuarvo, jolloin muuttuja k saa arvokseen jokaisen kokon-

aisluvun valilla [alkuarvo, loppuarvo]. Tulostamiseen kannattaa kiyttdd funktiota disp.



130. mlP016.tex
Avaa MatlabinFILE-valikosta uusi m-tiedosto ja valitse “skripti”. Talleta nimelle
cossinplot.m.
Kirjoita/kopioi tiedostoon téélla oleva teksti
http://www.cs.cornell.edu/cv/Books/SCMV/Mfiles/chapl.htm#SinePlot
Voit kopioda sen myos tésta:

%% Script File: SinePlot
% Displays increasingly smooth plots of sin(2*pi*x).
close all 7% Suljetaan mahd. avatut grafiikkaikkunat.
for n = [4 8 12 16 20 50 100 200 400]
x = linspace(0,1,n);
y = sin(2%pi*x);
plot(x,y)
title(sprintf (’Plot of sin(2*pix*x) based upon n = %3.0f points.’,n))
pause (1)
end

Suorita komennot

« copy/paste:lla istuntoon tai
e editorin vihrealla nuolella tai F5:114 tai CTR-ENTER tai

« kirjoittamalla Matlab-istuntoon tiedoston nimi: cossinplot

Muuta pause-komento muotoon pause(), jolloin komentojono jda odottamaan
ENTER-painallusta. Voit kirjoittaa ennen pause- komentoa kehoituksen tyyli-
in disp(’Paina ENTER:ia jatkaaksesi’). Samalla voit editoida n-vektoria lop-
pupaasta lyhyemmaksi.

Néin padset hallitummin katsomaan tilannetta.
Ratkaisu: Ei tarvita.

Avainsanat: Skripti, komentotiedosto, kuva, piirto



131. mIP017.tex

Vahvista numeerisesti uskoasi matemaattiseen totuuten siita, etta summa

(n) = i 1 4 2 1 1
P =2 e (871 8k14 8ki5 SEL6
suppenee kohti arvoa 7 kun n — oc.

Vihje: a) Kéytd for-luuppia, jossa kasvatat iteraatioiden ylarajaa suureksi. Suppeneminen on
suhteellisen nopeaa, joten ylarajan ei tarvitse olla kovin iso.

b) Voit suoritta tehtdvidn myds (ja mieluiten) vektoroidusti muodostamalla jonot kaksoispiste
(:) - operaattorilla, aritmetiikan pisteittdin (.) ja soveltamalla sum-funktiota tai vield paremmin
cumsum:ia, jolla saat koko osasummien jonon.

Kirjoita skriptiksi, jossa voit vaihdella parametria n, tottakai!



132. mIP018.tex

Huom: Tehtavé on varsin tarkkaan neuvottu. Pituus ei merkitse vaikeutta.

Tutkitaan heitetyn pallon lentorataa MATLABilla. Aloita luomalla m-tiedosto johon
kirjoitat tarvittavat komennot.

1. Teemme seuraavat lahtooletukset:

i Pallon korkeus h heittohetkella on 1.5m
ii Putoamiskiihtyvyys g on 9.8m/s?
iii Pallon vauhti v heittohetkelld on 4m/s

iv Pallon etenemisvektorin suunta 6 on 45°

Kirjoita oletukset skriptiisi.
2. Luo vektori t, jossa on 1000 tasaisin vélein valittua arvoa vélilta [0, 1].

3. Kuvataan muuttujalla x pallon etaisyytta heittajistd (mitattuna maan pinnal-
la) ja muuttujalla y pallon korkeutta, seuraavat yhtaloét kuvaavat muuttujien
riippuvuutta ajasta ja oletetuista parametreista.

(a)

x(t) = vcos (91;]>t.1\/[uunnetaan kulma radiaaneiksi

1
y(t) = h+vsin (917;0>t - §gt2.

Kirjoita annettujen yhtéaloiden ja méaarittelemiesi arvojen avulla vektorit x ja
y.

4. Arvioidaan hetkeé jolloin pallo putoaa maahan, ja sen lentaméaéd matkaa: et-
si ensimmaéinen indeksi, jolla pallon korkeus y muuttuu negatiiviseksi (kayta
funktiota find). Pallon lentamé etéisyys on vektorin = arvo téassa indeksissa,
lentoaika on vektorin ¢ arvo tassa indeksissda. Tulosta sekd lentomatka etta
-aika nakyviin ruudulle.

5. Piirretdan pallon lentorata: piirrd kuva, jossa pisteiden x-koordinaatit ovat
vektorissa x, ja y-koordinaatit vektorissa y. Taman jélkeen piirra nolla-taso
nakyviin katkoviivalla.

Vihje:



133.

134.

135.

mlP019.tex

Olkoon
0,z<0

xrT) =
9(@) z,x >0

Maarittele funktio g Matlab-funktioksi (m-tiedostoon).

Vihje: Voit kiyttda funktioita zeros ja max .

Ehka vielakin elegantimmin néin:
Mieti, milla saat aikaan yksikkoaskelfunktion (Heavisiden funktion), joka saa negatiivisilla arvon

0 ja positiivisilla 1. (Tahén riittd4 3 merkkia.) Silld kerrot funktion y = .
Ratkaisu: mIP019R.m
(pdf puuttuu, tuskin tarpeen)

Avainsanat: Matlabperusteet, ramppifunktio, paloittain méarittely, zeros, max,
“vield elegantimpi”

mlP020.tex
(Maple ja Matlab)

Maéérita seuraavat summat:

00
Yk ja Zﬁ
=1 =1

Vihje: Maple: Kokeile edelliseen sekd sum ettd add - komentoja, jilkimmaéiseen vain sum.

Matlab: Muodosta vektori 1,2, ...1000 ja sitten vain sum. Jalkimmaisessa voit laskea muutamalla,

toinen toistaan suuremmalla arvolla. (Numeerisesti et tietenkdin voi summata direttomyyksiin.)

mlP021.tex

Esitéd yhden rivin Matlab-komento, jolla saat selville vektorin tai matriisin niiden
alkioiden lukumaéran, jotka ovat > 5.

Testaa ainakin naille:

a) A=1:10

b) B=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]
¢) C=10xrand(6,6)

d) D=ones(4,4)

matlabteht /mlTodari, Todenn#ké6isyys, satunnaisuus, tilasto




136. mlT004.tex
Laskemme yksikkokolmion 7" (virittéavéat pisteet (0, 0), (1,0), (0,1)) pinta-alan tasais-
esti jakautuneilla satunnaisluvuilla Monte-Carlo menetelméa mukaillen:

1. Generoi N tasaisesti jakautunutta satunnaislukuparia (x1, x2) yksikkonelioon.

2. Selvitéd, kuinka moni valitsemistasi satunnaispisteista osuu kolmion T siséille.
Havainnollista tata piirtamalld T:n sisalle osuvat pisteet ja T:n ulkopuoliset
pisteet samaan kuvaan eri vareilla.

3. Approksimoi T:n alaa laskemalla kolmion sisélle osuneiden pisteiden osuus
kaikista valituista. Kokeile menetelman tarkkuutta eri arvoilla N.

Vihje: Funktion rand generoi tasaisesti jakautuneita satunnaislukuja.

On useita keinoja tutkia, osuuko piste kolmion sisédan.

1. Voit kirjoittaa tarkistuksen silmukkaan, ja tehd& paéatoksen kontrollirakenteilla. Vahiten su-
ositeltava tapa (mutta opettaa kuitenkin ohjausrakenteita, selkefisti Matlabin “vadrinkayt-
t647).

2. Muodosta saunnaisvektorille ehto kolmioon kuulumiselle ja kaytd loogista indeksointia.
Oikeaoppinen Matlab-tyyli (tehokas sekd ajatuksellisesti etta suoritusajassa).

3. Funktio inpolygon, joka on huomattavan monipuolinen funktio. Yleistyskelpoinen erilaisille
monikulmioalueille. Kuuluu pikemminkin luokkaan “hyvéa tietda” kuin téssd tarkoitettuun
Matlab-perusoppiin. Mutta on mielenkiintoinen ja kokeilemisen arvoinen téssédkin yhtey-
dessé.

Pisteitd piirretdén plot-komennolla optioita hyviksikdyttden: esimerkiksi plot([3 2], [4
11,7 .r’) piirtdd pisteet (3,4), (2,1) punaisina pistein.

Avainsanat: mlTodari, mlPerusteet, matlabperusteet, Monte Carlo, looginen in-
eksinti, satunnaisluvut



137. mlT005.tex
(Osa kaavoista epaselvid html:ssd, katso pdf-tehtévia!)
Monte Carlo-approksimaatio :lle.

Piirra kuva

t=linspace(0,2%*pi) ;

x=cos(t) ;y=sin(t);

plot(x,y,[1 1 -1 -1 1],[-1 1 1 -1 -11);
axis([-1.5 1.5 -1.5 1.5])

axis square

Heitetdan tikkaa kuvan mukaiseen tauluun (tikat eivéit eksy taulua ympéaréivaan
nelion ulkopuolelle, ehké tahén oikeasti tarvitaan "satunnaisrobotti'). Jos tikkojen
osumatarkuus on satunnaismuuttuja, joka on tasajakautunut neliolla

-1 <z <,1 <y < 1, niin ympyraan ja nelioon osuneiden tikkojen lukumaaran
suhde ldhenee lukua 7/4, kun satunnaisheittojen lukumééra kasvaa. Miksi? Generoi
tasajakautuneita pistepareja ja laske ko. osuus.

Alla on vihjettd pikku esitystd varten. Toisaalta tehtdva ei kaipaa mitadn
lisdopiskelua, tai vihjeitda. Kenties ehto X.72+Y.72 <= 1 ja bittivektorin ykkosten
lukumééréin laskeminen vihemmén Matlabia osaaville. (Vrt. edellinen kolmiotehtavé
mlT004.tex.)

Vihje: Kirjassa C.vanL on hyvé tiivis selvitys aiheesta "Random processes"1.3.2 ss. 34 - 37. Tésté
aiheesta voisi tehdé pienen harjoitustyon.

Esiintyvia Matlab-funktioita:

http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/hist.shtml
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/rand.shtml
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/techdoc/ref/randn.shtml.

Satunnaisprosesseihin ja tdhén tehtavadn (Monte Carlo simulaatio m:n laskemiseksi) on CV-sivulla
selkedt skriptit:

http://www.cs.cornell.edu/cv/Books/SCMV/Mfiles/chapl.htm#Dice

Dice ja Darts ala C. van Loan. Opiskele, kokeile ja esittele.

Avainsanat: mlTodari, mlPerusteet, matlabperusteet, Monte Carlo, looginen in-
eksinti, satunnaisluvut



138. Olkoot F™ satunnaismuuttuja joka kuvaa kiinteiden pisteiden lukuméirai satun-
naispermutaatiossa (so. alkiot joiden paikka ei muutu permutaatiossa).

a) kirjoita funktio joka ottaa argumenttina kokonaisluvun n ja palautaa k-
pituisen otoksen jakaumasta ™.
b) Generoi otoksia jakaumasta F"™ eri arvoilla n.
c¢) Piirrd histogrammit eri otoksista.
d) Voidaanko histogrammien perusteella péételld, mikd on E[F™]?
)

e) Laske E[F"]

Vihje: Kaiyta hyviksesi odotusarvon lineaarisuutta laskiessasi odotusarvoa E[F™].

mlVektori

139. Muista, ettd Jacobin matriisi koostuu vektori- tai skalaariarvoisen funktion F' en-
simmaisista, osittaisderivaatoista:

Oy1 Oy1
ox1 T ox1
Jp=1": :
WYm Oy
ox1 Oz

Kuinka laskisit numeerisen Jacobin matriisin?

Vihje: Muista, ettd numeerisesti

YN (LT (L))




140. Harjoitellaan usean muuttujan funktioiden piirtdmista. MATLABissa tdmé tehddin
madaritteleméalld ensin piirtoalueen peittava diskretointi, tai hila. Tama maaritellaan
komennolla meshgrid. Luodaan esimerkiksi suorakulmion [1, 2] x [3, 4] peittava hila:

tl = 1:0.2:2;t2 = 3:0.2:4;
[x y] = meshgrid(t1,t2);

Nyt muuttujissa x ja y ovat hilapisteiden z— ja y-koordinaatit. Niilld voidaan
suorittaa laskutoimituksia kuten tavallisillakin muuttujilla; on vain pidettava
mielessa ettd kyseessa ovat nyt matriisit, eli yleensd haluamme valita alkioittaiset
operaatiot matriisioperaatioiden sijaan.

Pintojen piirtdminen tapahtuu komennoilla surf ja mesh. Lasketaan ja piirretaan
funktion

fla,y) =2 *y*

kuva:
Z = X.*y;

% Huomaa alkoittainen kertolasku
surf (x,y,z);

Piirré néilld keinoin seuraavien funktioiden kuvat
o flo,y) = V1 — 22 — 3?2 alueessa [—%, %] X [_%7 %]

o f(x,y) = 2® — 3wy alueessa [—1,1] x [—1,1].

Toinen yleinen tapa kuvata usean muuttujan funktioita on kayttaé tasa-arvokéyrié.
Néitéa piirretdan komennolla contour, syntaksi on sama kuin tavallisilla piirtokomen-
noilla. Kokeile piirtda myos edellisten funktioden tasa-arvokayrét.



141. Vektorianalyysissi on todistettu ettd funktion tasarvo-kéyré on aina gradientin nor-
maali. Tutkitaan téta nyt kdytannosséa. Piirrd funktiolle

flay)=e

tasa-arvokdyrit haluamassasi hilassa kiyttden komentoa contour (komennon syn-
taksi on sama kuin tavallisten piirtokomentojen). Tamén jilkeen laske funktion
numeerinen gradientti tassa hilassa funktiolla gradient. Funktio palauttaa téssé
tapauksessa kaksi matriisia, joissa on pisteittdiset numeeriset estimaatit arvoille

of o
(%Ua@y'

2

Gradientit kannattaa piirtdd vektorikenttdnd, MATLABin tapauksessa komennolla
quiver. Esimerkiksi, jos halutut osittaisderivaatat ovat matriiseissa dx ja dy niin
piirto tapahtuisi komennolla quiver(x,y,dx,dy). Lopuksi piirra kuvat nakyviin
péallekain komentamalla:

contour(x,y,z)
hold on
quiver(x,y,dx,dy)

Tutki kuvasta, ovatko gradienttinuolet suorassa kulmassa tasa-arvokayria vastaan.



142.

143.

144.

Funktio

function Jf = numjaco(F,m,x,n)
% £ is a function with m components,
% x is a vector with n components,
% the result is an m by n matrix.
Jf = ones(m,n); h = le-4;
f = fcnchk(F);
for j =1:n
e = zeros(n,1); e(j) = 1;
J£(:,j) = (f(x+h*e)-f(x-hx*e) )/(2*h);
end;

laskee vektorikentdn F' numeerisen Jacobin matriisin, olettaen etté kaytetty kanta
on standardi. Jos vektorikentassa on vain yksi komponentti, kyseesséd on kyseisen
funktion gradienttivektori.

Kopioi edellé oleva funktio tiedostoon, ja méaarittele funktiot

o flzy)=2%

. g(z,y) = e

ja laske niiden numeeriset gradientit pisteissa (1, 2) ja (2, —4). Vertaa tulosta tarkkoi-

hin arvoihin: , )
|22y e 4 2p%em Y

Piirré, funktion f(z,y) = e *"~%" maérittelema pinta (z,y)-tason nelion [—2,2] x

[—2,2] alueella. Laske tamén funktion integraali yli kyseisen nelion. Kyseisen inte-
graalin arvo koko tason ylitse on 7.
Vihje: Pinnan piirtdmiseen tarvitset sopivan alueen peittévéin hilapisteiston. Naitd luodaan MAT-

LABissa komennolla meshgrid, katso help meshgrid. Pinta piirretddn komennolla mesh tai surf,
katso dokumentaatiota.

Integraalin laskemiseen kannattaa kayttaa funktiota dblquad. Katso kutsumisohjeet dokumentaa-
tiosta. dblquadin ensimmaéisen argumentin tulee olla funktio: tdssé kannattaa kayttdd MATLABin
anonyymifunktioita. Esimerkiksi f03 f;’ zydrdy = dblquad(@(x,y)x.*y,2,3,0,1). Jilleen ker-

ran, tutki dokumentaatiota function_handle.

Laske funktion f(z,y) = 3 + cos(z) + cos(y) médrddmén pinnan ja suorakulmion
[0, 7] x [0, 27] viliin jaava tilavuus. Piirrd havainnolistava kuva.

Vihje: Tilavuuteen tarvitset kaksinkertaista integraalia dblquad, pinta piirretddn komennoilla

meshgrid ja mesh.



145.

146.

Piirra funktion f(z,y) = y*—2? tasa-arvokiyrit ja gradienttivektorikentté, ja totea,
ettd gradientti on aina kohtisuorassa tasa-arvokayraa vasten.

Vihje: Laske gradientti funktiolla gradient, ja piirrd tasa-arvokdyrit komennolla contour. Gra-

dienttivektorikentédn saat piirrettyd komennolla quiver.

Maaritd pinnan z = —22 — y? normaalivektori, ja piirréd sen vektorikentti samaan
kuvaan pinnan kanssa.

Vihje: Aloita méaarittelemélld jokin tason suorakulmio funtion meshgrid avulla - tdmén jalkeen
voit méadritelld pinnan, eli matriisin z. Pinnan normaalivektorin saat laskettua funktiolla surfnorm.
Piirré ensiksi pinta komennolla surf (x,y,z), sen jilkee kirjoita hold on, jonka jilkeen kirjota

quiver3(x,y,z,u,v,w), missd u,v ja w ovat surfnormin palauttamat matriisit.

mmaAritmetiikka

147.

148.

149.

150.

151.

Strategiapelissi rakennetaan uudelle planeetalle makean veden siiliota. S&ilio on
ympyrapohjainen lierio, jonka korkeus on 320 metrid ja pohjan sdde 1000 metrié.
Sailiosta haihtuu vetta keskimaérin 100 litraa minuutissa. Kuinka monta planeetan
vuotta séiliossa riittaisi vettéd, ennen kuin téysi sailio pelkastdan haihtumisen vuoksi
olisi tyhjentynyt? Planeetan vuosi on 3 - 107 sekuntia.

Vihje: Kertomerkki on joko vélilyonti tai *; numeroiden tapauksessa * on selkeimpi (ihmiselle).

Trooppisen vuoden pituus on 365 vrk 5 h 48 min 45 s ja Maan pyorahdysaika akselin
ympari 23 h 56 min 4 s. [lmoita murtolukuna, kuinka monta pyorahdysta Maa tekee
trooppisessa vuodessa. Miké tulos on desimaalilukuna?

Vihje: Kertomerkki on joko vélilyonti tai *; numeroiden tapauksessa * on selkedmpi (ihmiselle).

Sievennd, lauseke /7 — 44/3. Laske myos likiarvo 100 desimaalilla.

Vihje: Kokeile funktioita Simplify ja FullSimplify. Neligjuurifunktio on Sqrt; symboli 16ytyy

my06s paletista. Likiarvon laskeminen: N.

Laske summat >}, k% kun n = 2,3,4,5,6,7,8,9,10. Jaa tulokset tekijoihin.
Ovatko jotkin summat jaottomia, so. alkutekijoita?

Vihje: Tarvittavia funktioita: Sum, FactorInteger, PrimeQ. Taulukoita voi tehdd funktiolla
Table. Liittdmaélla loppuun méére //TableForm taulukko saadaan tulostetuksi havainnollisem-

paan muotoon.

Tutki, millaisia tarkkoja arvoja saadaan lausekkeelle sin(7/n), kun 7 on luonnollinen
luku. Mita tarkoittaa, etté osa tuloksista on (ainakin ndennéisesti) kompleksilukuja?
Missa tapauksissa tulos ei sisélld imaginaariyksikkoa?

Vihje: Tarvittava funktio on FunctionExpand. Muista iso alkukirjain ja hakasulut: Sin[Pi/n].



152.

153.

154.

155.

156.

Laadi taulukko sini- ja kosinifunktioiden arvoista vélill& 0° — 90° yhden asteen vélein.

Vihje: Taulukoita voi tehdéd funktiolla Table. Liittdmallad loppuun méaére //TableForm taulukko
saadaan tulostetuksi havainnollisempaan muotoon. Trigonometristen funktioiden argumenttien
tulee olla radiaaneissa. Luku 7 kirjoitetaan Pi; se voidaan my0s valita paletista. Muista iso alkukir-

jain ja hakasulut: Sin[Pi/4], Cos[0]. Katso dokumentaatiosta: Degree.

Lukua 7 approksimoidaan luvulla 1/10. Laske absoluuttinen virhe ja suhteellinen
virhe prosenteissa.

Vihje: Luku 7 on Pi ja /10 ilmaistaan Sqrt[10]. Molemmissa tapauksissa voidaan symbolit

valita my0s paletista.

Stirlingin kaavan mukaan on

1
Inn!~ (n+§)lnn—n+ln\/2 .

Approksimointi on sitd tarkempi, mita suurempi n on. Laske absoluuttinen ja suh-
teellinen approksimaatiovirhe, kun n = 10, 100, 1000.

Vihje: Muodosta lausekkeet absoluuttiselle ja suhteelliselle virheelle n:n funktiona ja sijoita néihin

tarvittavat n:n arvot korvaussdantod kéiyttaen.

Laske lausekkeen (1 + %)" likiarvo yha isommilla arvoilla n ja tutki, miten tama
lahestyy Neperin lukua e.

Vihje: Likiarvot halutulla tarkkuudella saadaan funktiolla N. Neperin luku on E; se voidaan valita
myo6s paletista, jolloin symboli ndyttda hieman erikoiselta pikku e:ltd. Aloita varovaisesti; 4la syota

kovin suuria lukuja n. Tulokset voi kerdtéd taulukoksi Table-funktiolla.

Laske summan Y7_,(—1)*/k! likiarvo yhi isommilla arvoilla n ja tutki, miten sum-
man kaanteisarvo ldhestyy Neperin lukua e.

Vihje: Tarvittavia funktioita: Sum, N. Neperin luku on E; se voidaan valita my06s paletista, jolloin
symboli nayttda hieman erikoiselta pikku e:ltd. Kertoma ilmaistaan yksinkertaisesti huutomerkilla.
Tulokset voi keratd taulukoksi Table-funktiolla.



157.

Kahden paikkakunnan véilinen lyhin etaisyys maapallon pintaa pitkin mitattuna
voidaan laskea kaavasta

d = Rarccos(sin ¥ sin g 4 cos 1} cos 5 cos(p1 — 2)),

missd v ja ¢; tarkoittavat ensimmaisen, 95 ja @ vastaavasti toisen paikan leveys-
ja pituusatetta. R = 6370 km on maapallon sade. Muodosta funktio, jolla voidaan
laskea kahden paikkakunnan etéisyys antamalla argumenteiksi paikkojen koordi-
naatit. Laske a) Helsingin ja Tokion, b) Reykjavikin ja Sydneyn vilinen etaisyys,
kun paikkakuntien koordinaatit ovat seuraavat:

leveys pituus
Helsinki 60°08 N | 25°000 E
Tokio 35°40° N | 139°45 E
Reykjavik | 64°09° N | 21°58 W
Sydney 33°557 S | 151°10° E

Vihje: Muodosta funktio siten, ettd argumentit annetaan asteissa. Arkuskosini on ArcCos. Aste

on Degree; katso tarkemmat tiedot dokumentaatiosta.

mmaDifferentiaaliyhtilot

158.

159.

160.

Osoita, ettd polynomit 22 + z ja 22 + 1 toteuttavat differentiaaliyhtilon (2% — 22 —
Dy —2(x— 1)y + 2y =0.

Vihje: Talleta differentiaaliyhtdlé Mathematican muistiin siten, ettd funktion y argumentit
ovat paikoillaan: y" [x] jne. Méaarittele vuorollaan kumpikin polynomi Mathematican funktiok-
si (plx_]:= ...) jasijoita tamé yhtdloon: (yhtalo/.y->p). Sievenni tarvittaessa.

Osoita, ettd funktio

y(z) = Cysinz + Cycosz + cosz In

w (i3
an | — — =
4 2

toteuttaa differentiaaliyhtalon y” + y = tanz. Luvut C; ja Cy ovat vakioita.

Vihje: Joko: Muodosta funktion y ja erikseen lasketun toisen derivaatan summa ja sievennd
tdma. Tai: Méarittele y Mathematican funktioksi ja sievenné y" [x] + y[x]. Logaritmifunktio on
Log. Itseisarvot voidaan jattdd huomiotta, silli Mathematica tuntee logaritmifunktion ln x myds
negatiivisilla argumenteilla x, jolloin se eroaa funktiosta In|z| vain kompleksisella vakiolla in.
Kokeile: FullSimplify[ComplexExpand[Log[-x]], x > 0].

Ratkaise differentiaaliyhtélé y” + y = z%. Etsi myos alkuehtoa y(0) = 1, 3/(0) = 2
vastaava yksittaisratkaisu.

Vihje: Kéayta komentoa DSolve, jonka avulla voidaan 16ytdd seké yleinen ratkaisu ettd yksittéis-

ratkaisu.



161.

162.

163.

Etsi yleinen ratkaisu Airyn differentiaaliyhtalolle y” — zy = 0. Mita ratkaisussa
esiintyvat funktiot ovat?

Vihje: Kiytd komentoa DSolve. Ratkaisu ei ole lausuttavissa tavallisten alkeisfunktioiden avulla,

mutta kyllakin Mathematican tuntemien funktioiden avulla.

Kesatapahtumassa hyttysten maérd oli tilaisuuden alussa 200 ja kolme tuntia
myohemmin 700. Maaran kasvunopeus hetkell&d ¢ oli suoraan verrannollinen hyt-
tysten maaraan sind hetkena. Muodosta hyttysten méarad kuvaava differentiaaliy-
htalo ja sen ratkaisuna hyttysten méara mielivaltaisella hetkelld t. Miké oli hyttysten
maéra viiden tunnin kuluttua tilaisuuden alkamisesta?

Vihje: Kéyté funktioita DSolve ja Solve. Kumpikin antaa ratkaisun korvaussdénnén muodossa.
Ratkaisu voidaan tallettaa muuttujaksi jatkokasittelyd varten korvausoperaattorilla, esimerkiksi

lukum= y[t]/.ratkaisu.

Lohenviljelyaltaaseen, jossa oli 1100 kalaa, levisi kalatauti. Taudin vaikutuksesta
kalaméaara alkoi vihetéd yhtélon

P'(t) = =44/ P(t)
mukaisesti. Téssd P(t) on kalaméérd hetkelld ¢, ja aika ¢ on mitattu viikkoina.

Kuinka monen viikon kuluttua kaikki kalat olivat kuolleet?

Vihje: Kéyté funktioita DSolve ja Solve. Kumpikin antaa ratkaisun korvaussdénnén muodossa.
Ratkaisu voidaan tallettaa muuttujaksi jatkokasittelyd varten korvausoperaattorilla, esimerkiksi

lukum= y[t]/.ratkaisu.

Differentiaali- ja integraalilaskenta

164.

Laske integraali
2m CcoS I
[
o 13 —12cos2x

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Miki itse
asiassa on integraalin arvo?

Vihje: Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla
NIntegrate. JalkimmaAisessd sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelmaé, jon-

ka valintaan myos kiyttajé voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation Notes.



165.

166.

167.

168.

169.

170.

Maarita funktion 1

flz) = 24 sinx
integraalifunktio ja piirra sen kuvaaja. Onko tdma jatkuva? Pitadisikd sen olla
jatkuva? Laske funktion integraali jakson [0,27] yli a) integroimalla analyyttises-
ti komennolla Integrate, b) integroimalla numeerisesti komennolla NIntegrate,
¢) muodostamalla ensin integraalifunktio komennolla Integrate ja sijoittamalla ra-
jat tahan korvausoperaattoria kayttaen.

Vihje: Komennolla Integrate lasketaan sekd integraalifunktio ettd maérdtty integraali. Nu-
meeriselle integroinnille (méadrityn integraalin laskemiseen) on komento NIntegrate. Korvausop-

eraattori on ReplaceAll eli /. .

Maérita funktion f(z) = z* — 72% + 1122 4+ 72 — 10 nollakohdat, ddriarvopisteet ja
kadnnepisteet. Piirra kuvaaja.

Vihje: Talleta aluksi funktion lauseke jollakin nimelld, jotta siithen viittaaminen my6hemmin on
helppoa. Tarvittavia funktioita: D; Solve, NSolve. Arvojen sijoittaminen johonkin lausekkeeseen
tapahtuu korvausoperaattorilla /. eli ReplaceAll. Mikili saadut numeeriset lausekkeet nayttavét
hankalilta, ne voi hahmottaa paremmin laskemalla likiarvot funktiolla N. My6s funktiosta Chop

saattaa olla iloa; ks. dokumentaatiota.

Madrita funktion f(z) = 2z — 122% + 72? + 41z — 3 reaaliset nollakohdat, diriar-
vokohdat ja dariarvot seka kdannepisteet.

Vihje: Piirrd kuvio. Ovatko tarkat arvot 16ydettévissa?

Maarita funktion f(z) = arcsin(2z+v/1 — 22) suurin ja pienin arvo valilla [—1, 1].

Vihje: arcsin on Mathematicassa ArcSin. Piirrd myo6s kuvio.

Laske funktion funktion f(z) = 2z* — 122® + 722 + 412 — 3 kuvaajan ja x-akselin
rajaaman alueen pinta-ala.

Vihje: Piirrd kuvio. Siirry tarvittaessa numeeriseen laskentaan.

1—e”

14 e*

Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrit y = 22 — 3 ja y =

Vihje: Siirry tarvittaessa numeeriseen laskentaan.
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172.

173.

174.

175.

Ohjelmat:
Maple,Mathematica

(Kurssi: 2012 keviat H/H2T2.tex)
Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrat y?> = x jax —y = 3.
Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.

Ratkaisu: mplDi02.pdf (pdf-tiedosto),

mplDi02.mw (Maple ws)

mmaDil07R.nb (Mma-notebook)

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplDi02.tex, mmateht/mmaDiffint/mmaDil07.tex
Avainsanat:

Pinta-ala, integraali,diffint perusteet.

Laske kiyrien y = 23 — 32 ja y = —23 4+ rajoittaman kaksiosaisen alueen pinta-ala.

Vihje: Piirrd kuvio. Maéarita integroimisrajat. Varsinainen integrointi voidaan tehda monella eri
tavalla: integroimalla symbolisesti tai numeerisesti, integroimalla funktioiden erotuksia tai erotuk-

sen itseisarvoa.

Kiyrd y = sin?z, * € [0,7], pyordhtdd x-akselin ympéri. Laske syntyvin
pyordahdyskappaleen tilavuus ja pinnan ala. Parametrisoi pinta ja piirra se.

Vihje: Valitse parametrisoinnissa toiseksi parametriksi x ja toiseksi pyoérahdyskulma. Piirtdminen
funktiolla ParametricPlot3D. Muista: Sin[x] "2 jne.

Paraabelin y = —4x? + 40z — 97 ja x-akselin rajoittama alue pyorahtiad y-akselin
ympari. Laske syntyvan kappaleen tilavuus.

Vihje: Kappaleen voi ajatella muodostuvan joko vaakasuorista tasoleikkauksista tai lieriopin-
noista, joiden akselina on y-akseli. Namé johtavat kahteen erilaiseen integraaliin, jotka luonnollis-

estikin antavat saman tuloksen.

Laske sen pyoriahdyskappaleen tilavuus, joka syntyy kiyrin y = 2% + 1, z-akselin
seké suorien z = 3 ja y = 9 rajoittaman alueen pyorahtaessa suoran x = 3 ympari.

Vihje: Periaatteessa yksinkertainen integrointi, mutta tutki tarkoin, mita funktiota on integroita-

va.
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178.

179.

180.

Puutarhuri viljelee tomaatteja, joiden muoto méérdytyy kardioidin r = a(1 + cos ¢)
pyordahtamisesta x-akselin ympéri. Piirrd kardioidi. Laske tomaatin tilavuus. Tun-
tuuko saamasi tilavuus uskottavalta? Anna vakiolle a jokin lukuarvo ja laske vas-
taava tilavuuden likiarvo. Piirrd kuvio tomaatista.

Vihje: Valitse kardioidin parametrisoinnissa napakulma ¢ parametriksi, lausu z ja y tdmén avulla
ja kayta funktiota ParametricPlot. Vaihtoehtona on kayttdd funktiota PolarPlot. Tomaattip-
innan parametrisoinnissa ota parametreiksi napakulma ¢ ja pyordhdyskulma x-akselin ympéri.
Piirtdminen tapahtuu funktiolla ParametricPlot3D. Tilavuus saadaan periaatteessa integraalista

Ik y? dx, johon on tehtévi sellaiset sijoitukset, ettd muuttujaksi saadaan napakulma (.

Laske kardioidin » = 1 + cos¢ kaarenpituus. Piirra kuvio. Miten saat kardioidin
kuvan oikeanmuotoiseksi? Tuntuuko saamasi pituus uskottavalta?

Vihje: Kaarenpituusintegraali: [ds = [ \/2/(¢)? + y'(¢)? de.

Piirré avaruuskéyra

cost ., sint,
r(t) = ; 1+Tj+arctantk,

kun t € [1,7] ja T" = 100. Méaéarita kdyrdn kaarenpituus ja tutki, onko silld raja-
arvoa, kun 7" — oo.

Vihje: Kayra on luontevinta kirjoittaa vektoriksi r = {Cos[t]/t,Sin[t]/t,ArcTan[t]} ja

laskea kaarenpituus integraalista [ [r/(¢)] dt.

Astia on kérjelldén seisova avonainen ympyrakartio. Kartion pohjan sédde on 6,6 cm
ja sivujana 11,0 cm. Astia on tadynné vettd. Astiaan asetetaan pallo, joka sivuaa
kartion vaippaa. Méarita pallon sdde siten, etta astiasta valuva vesiméara on mah-
dollisimman suuri.

Vihje: Laskusta tulee selkedmpi, jos se lasketaan symboleja kayttden ja vasta lopuksi asetetaan
néaille arvot. Arvojen sijoittamiseksi on luontevaa maééritelld korvaussaanté {r->6.6, s->11.0,
h->Sqrt[11.072-6.672]}, jolloin arvot voidaan helposti sijoittaa mihin tahansa vélitulokseenkin

ja tdman jéalkeen jatkaa laskua symboleilla.

R-séteisen pallon ympari asetetaan mahdollisimman pieni neliopohjainen suora
pyramidi siten, ettd pallo sivuaa pyramidin pohjaa ja sivutahkoja. Laske pallon
tilavuuden suhde pyramidin tilavuuteen.

Vihje: Lausu pyramidin tilavuus sopivan muuttujan avulla. T&td varten tarvitaan sopivien
kolmioiden yhdenmuotoisuutta. Hyodynnd Mathematican komentoja, jotta et joudu syottaméaan

késin aiempien laskujen tuloksia!
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185.
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Osoita, ettd kidyrdn y = e *sinz ja x-akselin alueessa x > 0 rajoittamien aluei-
den Ay, A;, As, ... pinta-alat muodostavat geometrisen jonon. Laske integraali
Jo° le *sinz| du.

Vihje: Madrittele alueen A,, pinta-ala funktioksi: a[n_]:=... ja sievenni (Simplify,
FullSimplify) perdkkéisten alojen suhteen lauseke. Funktiolla Sum voi laskea myos dédrettémén

monen termin summia.

Suorakulmaisen kolmion kaikki kérjet sijaitsevat paraabelilla y = az?. Suoran kul-
man karkeen asetetaan paraabelin normaali. Osoita, ettd kolmion hypotenuusa
leikkaa normaalin samassa pisteessa riippumatta kolmion kahden muun kérjen si-
jainnista. Maarita leikkauspiste.

Vihje: Esimerkiksi: Laske leikkauspiste, kun suoran kulman kérjen x-koordinaatti on ¢ ja toisen

kateetin kulmakerroin on k.

Pallon muotoiseen nestesiilioon, jonka sdde on yksi metri, pumpataan nestettéa
nopeudella 10 litraa sekunnissa. Piirrd kuvaaja, joka esittad nestepinnan korkeutta
séiliossd ajan funktiona. Kuinka kauan séilion tayttdminen kestaa? Piirrd nestepin-
nan korkeuden nousunopeuden kuvaaja.

Vihje: Ratkaise nestepinnan korkeus nestetilavuuden funktiona ja valitse saaduista ratkaisuista

oikea. Lauseke on hankala, mutta Mathematica pystyy kuitenkin késitteleméan sité.

Muodosta kuusi satunnaislukua, jotka ovat periisin vélien [—5, —3], [-2, —1], [1, 2],
[3,5], [-0.5,0.5] ja [1,2] tasaisesta jakaumasta. Néistd neljd ensimmaéistd olkoot
neljinnen asteen polynomin nollakohdat, kaksi viimeistd maarittéavat pisteen, jonka
kautta polynomin kuvaaja kulkee. Suurimman ja pienimmaéan nollakohdan vélisell&
alueella polynomin kuvaaja pyorahtéia x-akselin ympéri ja muodostaa pyorahdyskap-
paleen. Laske tamén tilavuus ja pinta-ala; piirrd kuvio.

Vihje: Satunnaislukuja generoidaan funktiolla RandomReal, jolle voidaan antaa argumentiksi mm.

vali, jolta lukuja halutaan.

Derivoi funktiot 2", %, sin*z + cos*z. Integroi saamasi tulokset. Paddytaanko

takaisin samaan funktioon, josta lahdettiin?

Vihje: Huomaa merkinté: Sin[x] "4 etc. Kahden lausekkeen samuutta voi tutkia tarkastelemalla
niiden erotusta. Tdmén vertaaminen nollaan on yleensd helpompaa kuin kahden monimutkaisen

lausekkeen vertaaminen toisiinsa. Toisena vaihtoehtona on tarkastella lausekkeiden kuvaajia.

2

1

Laske funktion f(x) = xtij;
x

arvo etta likiarvo pisteessa x = 5.

kahdeskymmenes derivaatta ja télle seké tarkka

Vihje: Yritd suoriutua mahdollisimman véhilld Mathematican késkyilla!
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Muodosta funktion tanz kertalukuja 1,2,...,20 olevat derivaatat. Mikd on ker-
talukua 10 olevan derivaatan arvo origossa?

Vihje: Helpointa on muodostaa derivaatoista lista. Jos listan nimi on 1st, sen k:s alkio on

1st[[k]]. Mathematica kdyttda trigonometrisia funktioita sekantti sec ja kosekantti csc. Nama

maédritelldidn yksinkertaisesti: secx = ——, cscx = ——.
CoS T sinx
Laske funktion f(z) = x?sin(1/x) derivaatta jokaisessa pisteessi z € R. Onko

derivaattafunktio jatkuva? Piirrd sen kuvaaja.

Vihje: Funktio on derivoituva myos origossa, mutta derivaatta on laskettava erotusosamaérin

raja-arvona (miksi?). Mathematicassa on valmiina funktio Limit.

Olkoot f ja g derivoituvia funktioita. Laske tulon ja yhdistetyn funktion derivaatat,
so. derivoi lausekkeet f(z)g(z) ja f(g(x)).

Vihje: Poista ensin funktioille mahdollisesti aiemmin tehdyt mé&arittelyt: Removel[f,g].

Maédraamaton funktio voidaan ottaa kédyttoon yksinkertaisesti kirjoittamalla £ [x].

Olkoon f, g ja h derivoituvia kahden muuttujan funktioita. Laske yhdistetyn
funktion f(g(x,y),h(z,y)) osittaisderivaatat. Ovatko saadut lausekkeet sitd, mité
pitiisi?

Vihje: Maiadrdaméton funktio voidaan ottaa kéyttoon kirjoittamalla f[x,y]. Jos olet aiemmin

kéyttanyt samaa symbolia jossakin muussa merkityksessa, havitd se ensin: Remove [£]. Derivointi-

operaattori on D riippumatta siitéd, lasketaanko tavallisia vai osittaisderivaattoja.

Yhtilo z = y3 + y? + y + 1 méérittelee funktion y(z), joka origossa saa arvon —1.
Laske implisiittisell&d derivoinnilla 3/(0).

Vihje: Sijoita yht&loon y:n paikalle y(z) ja derivoi yht&lo.

x
n derivaatta ja saata se mahdollisimman
x

yksinkertaiseen muotoon. Mita tastéd voidaan paétella?

Laske funktion f(x) = arctan x+arctan .

Vihje: arctan on Mathematicassa ArcTan. Piirrd myos kuvio.

1 —cosw
Muodosta funktion f(z) = arctan,/T ensimmainen ja toinen derivaatta.
cos T

Piirré naiden kuvaajat.

Vihje: arctan on Mathematicassa ArcTan.
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Integroi funktio 2. Onko tulos oikein kaikilla n? Onko samantekevéié, jos jollekin
symbolille ensin annetaan arvo ja sitten muokataan symbolin sisaltavaé lauseketta,
tai jos ensin muokataan lauseketta ja vasta sitten annetaan symbolille arvo?

Vihje: Kokeile: Integrate[x"n/.n->-1,x] == Integrate[x"n,x]/.n->-1. Sijoita myds muut-

tujalle n jokin muu arvo. Miten selitdt tulokset?

Etsi funktion e *” integraalifunktio. Laske médrityt integraalit

1 e}
/ e dy ja / e dx.
0 0

Madrita néille myos likiarvot. Mita saatu integraalifunktion lauseke tarkoittaa?

Vihje: Funktiolla Integrate lasketaan sekd integraalifunktioita ettd madrdttyja integraaleja.
Adrettémyys on Infinity; se voidaan myos valita paletista. Mathematica tuntee monia muitakin
funktioita kuin ns. tavalliset alkeisfunktiot. Mitd ndmé oikeastaan ovat, ei aina ilmene dokumen-

taatiosta, koska madritelmét eivit valttamétta ole yksinkertaisia.

Laske integraalit

z+1 19

Ovatko Mathematican antamat tulokset oikein? Miten ndmaé voisi tarkistaa? Mil-
laista menetelméaa pitéisi kasinlaskussa kayttaa?

Vihje: Symbolisissa ohjelmissa derivointi on yleensi integrointia luotettavampaa. Tarkistus voi

siis tapahtua derivoimalla. Logaritmifunktio on Log; ks. dokumentaatiota.

mmaFunktiot

197.

Mathematica tuntee ns. gammafunktion I'(x) nimelld Gamma. Piirrd tdmén ja sen
derivaatan kuvaajat. Mita arvoja funktio saa positiivisilla kokonaislukuarvoilla?

Vihje: Skaalaa graafinen esitys siten, ettd kuvaajien luonne tulee selkedsti ndkyviin. Funktion

arvot positiivisilla kokonaislukuarvoilla voidaan ilmaista yksinkertaisesti. Miten?
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Maarittele Mathematicalle funktio
4
flz)=ax/1+ =l

Laske funktion arvo pisteissa x = —1, 0, 1. Piirrd kuvaaja. Miké funktion raja-arvo
origossa? Onko taméa olemassa? Onko funktio jatkuva?

Vihje: Funktion maéaarittelyssd voidaan tassd tapauksessa kayttdd yhtd hyvin merkkid = tai

merkkid :=. Raja-arvo voidaan laskea my6s funktiolla Limit; katso ohjeet dokumentaatiosta ja
kokeile.
Piirrd funktion log, 2 kuvaaja ja laske sen derivaatta. Voidaanko funktio lausua

luonnollisen logaritmin avulla?

Vihje: Mathematican funktio Log on luonnollinen logaritmi. log;, « merkitdén Log[k,x]. Ks. myo6s

dokumentaatiota.

Mathematicassa on kaksi operaattoria, joita voidaan kédyttaa funktioiden madarit-
telyssé: joko = (eli Set) tai := (eli SetDelayed). Yrita selvittda ndiden ero méarit-
telemallé kaksi funktiota seuraavasti:

f[x_,n_]= Expand[x~n]
glx_,n_]:= Expand[x~n]

Laske taman jéalkeen f [a+b,5] ja gla+b,5].

Vihje: Delay = viivistdi. Katso myos Mathematican dokumentaatiota. Huomaa, ettd Expand ei

kehité (ei voi kehittdd) lauseketta, jonka eksponentti on symboli: Kokeile g[a+b,n].

Maarittele Mathematicalle funktio

flz)=€e"".

Laske taulukko sen arvoista vililla [0,5] askelena 0.1. Piirrda funktion derivaatan
kuvaaja. Muodosta integraalifunktio ja piirrd sen kuvaaja. Laske funktion integraali
yli reaaliakselin. Katso, mité antaa komento 7f.

Vihje: Funktio voidaan méaritelld kahdella tavalla: antamalla muotoa f [x_]:=... oleva méérit-
tely tai kdyttdmaélla funktiota Function. Kokeile molempia. Taulukko muodostetaan funktiolla
Table, derivaatta saadaan esimerkiksi kirjoittamalla £’ [x]. Integroinnissa tarvittava &darettomyys

on Infinity; se voidaan myds valita paletista.
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Maarittele Mathematicalle funktio

ja laske sen arvot pisteissd © = 7/2, x = 1 ja x = 0. Maarittele tdméan jélkeen
funktio origossa siten, etté siitd tulee jatkuva. Laske uudelleen sen arvo origossa.
Piirrd funktion kuvaaja ja kokeile, miten Mathematica tulkitsee syotteen £’ [x].
Mitd on £’ [0]7 Katso, mitd antaa komento 7f.

Vihje: Funktio voidaan maéaritella kahdella tavalla: antamalla muotoa f [x_] :=... oleva maérittely
tai kdyttamalld funktiota Function. Edellista tapaa kdytettaessd voidaan lisdksi méaaritella erikseen

arvo yksittaisissd pisteisséa: £ [0]=....

Maarittele Mathematicalle funktio, jonka kuvaaja vélilla [0, %] yhdistaa pisteet (0, 0)

ja (3,2) sekd valilla [3,1] pisteet (3,2) ja (1,0). Muualla funktio on = 0. Piirré

funktion kuvaaja.

Vihje: Funktion paloittaisessa maédrittelyssé kdytetddn symbolia /; rajoittamaan maérittelyaluet-

ta, esimerkiksi f[x_/;x > -1 && x < 1]:=.... Vaihtoehtona on kéyttéaa funktiota Piecewise.

Madérittele Mathematicalle seuraava funktio ja piirrd sen kuvaaja:

arcosh(—z),  josz < —1,
f(l’): Vl_an jOS_]-SIS]-v

arcosh z, jos x> 1.
Katso, mitd antaa komento ?f. Onko funktio jatkuva? Entd derivoituva? Osaako
Mathematica laskea sen derivaatan?

Vihje: Huomaa: Hyperbolisen kosinin kddnteisfunktio (padhaara) arcosh on Mathematicassa

(virheellisesti) ArcCosh. Funktion paloittaisessa méaarittelyssa kdytetdin symbolia /; rajoittamaan

madrittelyaluetta, esimerkiksi f [x_/;x > -1 && x < 1]:=.... My0s funktiota Piecewise voidaan
Kkéiyttis.
Maarittele cos(nz) kahden muuttujan z ja n funktiona. Piirra tata kayttden funk-

tioiden cosx, cos2x ja cos4x kuvaajat samaan kuvioon.

Vihje: Helpointa on piirtdd kukin kuvaaja erikseen ja yhdistda kuviot Show-komennolla yhdeksi

kuvioksi. Kuvion voi piirtdd my6s yhdelld Plot-komennolla.

Maarittele Mathematicalle kahden muuttujan funktio, jonka kuvaaja valilla [0, %]
yhdistaé pisteet (0,0) ja (55, 2n) seké valilld [5-, 1] pisteet (5, 2n) ja (£, 0). Muualla
funktio on = 0. Piirra funktion kuvaaja.

Vihje: Funktion paloittaisessa méarittelyssd tarvittavat ehdot voidaan sijoittaa myos méaarit-

televan lausekkeen jalkeen, esimerkiksi f[x_, _n]l:=4 n"2 x/;x >= 0 && x <= 1/(2 n).
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Laske derivoimalla yhdistetyn funktion f(g(z)) ensimméinen, toinen ja kolmas
derivaatta.

Vihje: Yhdistettyd funktiota voidaan késitella suoraan muodossa f [g[x]]. Saisitko samat tulokset

laskemalla késin?

Jos g on funktion f kadnteisfunktio, on kaikilla arvoilla « voimassa f(g(z)) = z. De-
rivoi tata yhtaloa kahdesti ja ratkaise tuloksista lausekkeet funktion g ensimméiselle
ja toiselle derivaatalle lausuttuina funktion f derivaattojen ja funktion g arvon g(x)
avulla.

Vihje: Derivointi voidaan suoran kohdistaa yht&loon: D[f[g[x]]==x,x]. Tulokset: ¢'(x) =

m, g (z) = — ]{,';ff(gjggl Saatko samat tulokset laskemalla késin?

Maarittele Mathematicalle funktio

f(x):/ol iz — 1] dt.

Piirrd tdmén maaritelman perusteella funktion ja sen derivaatan kuvaajat.

Vihje: Itseisarvofunktio (Abs) integraalin sisilla saattaa aiheuttaa ongelmia. Kokeile itseisarvojen
kayttoa, mutta méaarittele funktio my6s paloittain itseisarvolausekkeen merkkien mukaan kolmessa

osassa. Tutki, osaako Mathematica derivoida mééarittelemidsi funktioita.

Ratkaise toisen asteen az? 42z 41 = 0 yhtild ja méadrittele funktiot, jotka esittavit
yhtalon juuria kertoimen a funktioina. Piirrd ndiden funktioiden kuvaajat. Missé
alueessa funktiot ovat maéariteltyja? Miten ne kayttaytyvat, kun a — 0, jolloin
yhtéalé muuttuu ensimmaisen asteen yhtaloksi?

Vihje: Ratkaise yht&lo Solve-komennolla ja kéytd tulosta suoraan funktioiden mééarittelyssa.

Funktionmé&irittelyssi on syytd kiyttad merkkid = eikd :=. (Miksi?)

Fibonaccin luvut maaritellidan ehdoilla a9 = 1, a4 = 1, a, = an_1 + an_o
(n = 2,3,4,...). Maérittele Mathematican funktio, joka laskee Fibonaccin luku-
ja antamalla maarittelyt a[0]=1; al[1]l=1; aln_]:=a[n-1]+a[n-2] ja laske tdmén
avulla Fibonaccin luvut ayg ja agy. Muodosta myos taulukko, jossa on 20 ensim-
méista lukua.

Vihje: Ennen Mathematican funktion a mééarittelyd anna komento Remove[a], jolla poistetaan
mahdolliset aiemmat méaérittelyt. Katso myos, mitd komento 7a méarittelyn jéalkeen antaa. Ky-
seessd, on rekursiivinen funktioméarittely. Taulukko voidaan muodostaa funktiolla Table. Miksi

taulukon laskeminen kestaa?
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Funktio f: N — N madritellddn ehdoilla

f(n)=n—->5, kunn > 10,
f(n)=f(f(n+6)), kunl<n <10.
Tutki, mita arvoja funktio saa.

Vihje: Funktion arvot voidaan laskea taulukkoon Table-funktiolla. Miten laskisit késin arvon

fy?

Olkoot A ja B aarellisen monen alkion joukkoja. Joukossa A on m alkiota ja joukossa
B on n alkiota. Olkoon S(m,n) surjektioiden A — B lukumaééra. Télle pétee

S(m,1) =1,
n—1 n

S(m,n) =n"—=>" <k>5(m,k), n=23,....
k=1

Muodosta surjektioiden méaran osoittava taulukko, kun 1 < m < 5, 1 < n < 5.
Onko itsestadn selvaa, mitkd taulukon alkiot ovat = 07 Miksi? Mita lukuja ovat
taulukon lavistajaalkiot? Osaatko padtella kaavojen patevyyden?

Vihje: Surjektio A — B on funktio, jossa jokainen maalijoukon B alkio on jonkin alkion ku-
va. Summa voidaan muodostaa funktiolla Sum, binomikerroin on Binomial. Taulukon (kaksinker-
taisen listan) voi muodostaa Table-komennolla ja sen saa nikymaéén kaksiulotteisena kirjoittamalla

perddn //TableForm.

Mathematicalle voidaan méaritella myos monimutkaisempia funktioita funktioiden-
maéaarittelyfunktion Function avulla. Maarittele funktio f asettamalla

f = Function[x,FactorInteger[x] [[1,1]]]

ja tutki, mitéd se laskee, kun argumenttina on luonnollinen luku.

Vihje: Tutki erikseen, mitd FactorInteger antaa. Indeksimerkintd [[1,1]] poimii sen tulostuk-

sesta osan.

mmaGrafiikka

215.

Piirrd funktion f(z) = sin 8z + sin 9z kuvaaja.

Vihje: Tarkastele riittdvin pitkda vélia. Muista merkinnét: Sin[8x] etc.
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TsSebysSevin polynomit méaaritellaan valilla [—1, 1] lausekkeella
T, (z) = cos(n arccos x).

Piirré polynomien 7},, n = 1,2, 3,4, 5, kuvaajat samaan kuvioon.

Vihje: Funktioiden nimet ovat Cos ja ArcCos. Yhden kuvaajan piirtdminen tapahtuu komennol-
la Plot. Useita kuvioita voidaan yhdistdd samaan kuvaan komennolla Show, jonka argumenteiksi
kirjoitetaan ne tulosteet, jotka kuvaan halutaan. Esimerkiksi %k viittaa tulosteeseen Out [k]; tu-

losteille voidaan antaa myos nimet kirjoittamalla esimerkiksi kuval = Plot ....

Piirré sini- ja kosinifunktioiden kuvaajat muotoa

Plot[{Sin[x], Cos[x]}, {x, -Pi, Pi},
PlotStyle -> {Dashing[{0.1, 0.05}],
{RGBColor[0.9, 0.3, 0.4], Thickness[0.05]}}

olevalla késkylla. Selvita kokeilemalla, mitd PlotStyle-madrittelyssd olevat
parametrit vaikuttavat kuvioon.

Vihje: Parametrien merkitysta voi tutkia my6s Mathematican dokumentaatiosta.

Piirré funtion f(z,y) = 2® — 2y* — 5z kuvaaja.

Vihje: Tarvittava funktio on P1ot3D. Tutki piirtoalueen vaikutusta kuvaajan muotoon ja miten

sithen voidaan vaikuttaa P1lot3D-funktion optioilla (katso dokumentaatiota).

Piirrd funtion f(z,y) = arctan(y/x) kuvaaja. Miten funktio kiyttaytyy origon ym-
paristossd? Miten funktion voi luonnehtia geometrisesti? Onko funktio jatkuva?

Vihje: Funktionnimi on ArcTan. Tarvittava piirtokomento on Plot3D. Piirtotiheyttd voi sdataa

optioilla PlotPoints tai Mesh. Muitakin optioita on; katso dokumentaatiota.

Piirrd kahden muuttujan funktion f(z,y) = log, x kuvaaja.

Vihje: Mieti ensin, milld arvoilla (x,y) funktio on maaritelty.

Piirrd kahden muuttujan funktion

_ Y
f('r?y)_mg_i_yg

kuvaaja. Tutki erityisesti funktion kayttaytymista origon ympéristossa.

Vihje: Kéyté seké funktiota P1ot3D ettd funktiota ParametricPlot3D. Voitaisiinko kayttad na-

pakoordinaatteja? Sadda piirtotiheys sopivaksi optiolla Mesh. Onko funktio jatkuva origossa?
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227.

Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta kayrasta
x =cospt, y=singt, tE€|0,2n],
missa p ja ¢ ovat numeerisia kertoimia.
Vihje: Piirtokomento on ParametricPlot. Tutki myos, mitd optioita on kaytettavissa.
Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta kolmiulotteisen avaruuden kéyrasta

x = (5 + cos 25t) cos bt, y = (5 + cos 25t) sin bt, z =sin25¢, ¢ € [0, 27].

Vihje: Piirtokomento on ParametricPlot3D.

Piirrd kuva parametrimuodossa annetusta kolmiulotteisen avaruuden kéyrasta
x= (27 —t)cosbt, y = (2r —t)sinbt, z=1t, te€[0,2n].

Muunna parametriesitysté siten, ettd saadaan pallopinnalla sijaitseva spiraali.

Vihje: Piirtokomento on ParametricPlot3D. Piirtotiheyttd voidaan sdataa optiolla PlotPoints.

Pallopinta: Jos korkeuskoordinaatti on ¢, niin mika on pisteen etéisyys z-akselista?

Piirrd alueessa —25 < x < 25, =5 < y < 5 kuva kiyrastd o = y> — 5y +y + 3
ParametricPlot-funktiolla.

Vihje: Valitse parametriksi y.

Piirra kuva parametrimuodossa annetusta ruuvipinnasta:

1
x:u(l—g%)cosv, y:u(l—S%)sinv, z:g(v—u), u € [0,3], v e|0,8n].

Vihje: Piirtokomento on ParametricPlot3D. Sdddéa piirtotiheys sopivaksi, niin ettd saat kauniin

kuvan: optio Mesh.

Tutki, millaista pintaa esittda parametriesitys
x = cosu(a+ bcosv), y =sinu(a+ bcosv), z=bsinv, u € [0,27], v € [0,27].

Anna piirtdmisté varten vakioille a ja b erilaisia (positiivisia) arvoja ja yrita paédsté
selville niiden merkityksesta. Tutki myo6s, mita vaikuttaa optio Shading->False
grafiikkakomennossa.

Vihje: Tutki aluksi tapausta, missi a/b = 2, mutta tarkastele myos tapauksia, missi suhde on = 1
tai < 1. Pinnasta saa paremman késityksen piirtdmaélld siitd vain sopivan osan, ts. rajoittamalla

parametrien u ja v vaihteluvélia.



228.

229.

230.

231.

232.

Yhtéalo

ot oyt 4+ 2 4 202y + 20227 + 2270 — 1022 — 102 + 622 +9 =0
esittaa erastéd kolmiulotteisen avaruuden pintaa, ympyrarengasta eli torusta. Leikkaa
pintaa tasoilla z = vakio ja x = vakio ja piirréd leikkauskayrét.

Vihje: Kayta funktiota ContourPlot. Millaisia kvalitatiivisesti erilaisia leikkauskayria syntyy?

Piirrd origon ympéristossi kuva kiyrista y* + % + 2y = 23 — 2.

Vihje: Kiyté funktiota ContourPlot.

Tutki, mitka xy-tason pisteet toteuttavat yhtalon log, x = log, y. Piirra kuvio.

Vihje: Logaritmifunktio on Log. K&yt funktiota ContourPlot. Mieti, mik& on sopiva piirtoalue.

Tutki funktion f(z,y) = y* kiyttaytymistd origon ymparistossa alueessa = > 0,
y > 0: piirrd kuvaaja (pinta), piirrd pinnan korkeuskayrid, laske funktion arvoja.
Mita arvoja funktio saa origoa lahestyttaesséa?

Vihje: Tarvittavia funktioita: P1ot3D, ContourPlot. Jilkimmaéiselle voidaan antaa optiona ko-
rkeuskéyrien korkeudet muodossa Contours->{...}, missi korkeudet luetellaan listassa; katso

my6s dokumentaatiota.

Piirréd origon ympéristossa kuva pinnasta x5 + 1y + 23 — 2%yz — 2y?2 —2y2? — 1 = 0.

Vihje: Kayta funktiota ContourPlot3D. Katso dokumentaatiosta kdyttoohjeet.

mmal.ausekkeet

233.

r—1
1 1\
(1-7)(1+ %)
Vihje: Sopivia Mathematican funktioita ovat Simplify ja FullSimplify.

Sievenna lauseke

palataan alkuperaiseen lausekkeeseen.

Vihje: Tarvittavat Mathematican funktiot ovat Expand ja Factor. Ndiden argumenttina oleva
lauseke voi olla joko hakasuluissa tai komento voidaan kirjoittaa sen perdén: Expand[lauseke] tai
lauseke//Expand.
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25+ 22ty — 23y — 222 — 2Py — 22%y% + xyd + 2t
Kehita saamasi tulos, jolloin palataan alkuperaiseen lausekkeeseen.

Vihje: Tarvittavat Mathematican funktiot ovat Expand ja Factor.

Tutki, mika lauseke on tekijana lausekkeessa a™ — b" riippumatta eksponentin n € N
arvosta. Missa tapauksessa lausekkeella a” 4+ b™ on vastaavanlainen tekija? Supista

lausekkeet
Qs —p1s als 4 pis

a
-0 T T

Mita sdannonmukaisuutta tuloksen osoittajassa ja nimittdjéssa on?

yleistd symbolia n ei voida kiyttaa?) Kokeilut voidaan laskea myos yhteen taulukkoon kdyttamélla
komentoa Table; tulostuksen saa hieman selkedmpédédn muotoon kirjoittamalla komennon jélkeen
//TableForm.

Lavenna murtolauseke
a+x

Va+z—/x
siten, etta juuria ei esiinny nimittajassa.
Vihje: Murtolausekkeesta voi poimia osoittajan funktiolla Numerator ja nimittdjan lausekkeel-

la Denominator. Kokeile my6s, mitd tapahtuu, kun murtolausekkeeseen kohdistetaan perakkéain

funktiot Apart ja Simplify. Mitd ndmé periaatteessa tekevit?

Hajota seuraavat rationaalilausekket osamurtokehitelmiksi, joissa nimittajat ovat
ensimmaista astetta tai ensimmaisen asteen polynomin potensseja:

T 20+ 7
224+ 5246’ 23 +322+3x+1

Miten paastdan takaisin alkuperaiseen lausekkeeseen?

Vihje: Sopivia funktioita: Apart, Together, Simplify, Expand ...

Muodosta osamurtokehitelmé lausekkeelle

4696 — 110762 + 1129022 — 62272 + 1687x* + 1802° — 3642° + 1562" — 362° + 4a”
—1152 + 24962 — 252822 + 161623 — 7042* + 20825 — 4026 4 427 '

Lisda taman jilkeen lausekkeen nimittajaén 1 ja muodosta osamurtokehitelma
uudelleen. Miksi toisessa tapauksessa onnistutaan, toisessa ei?

Vihje: Sopivia funktioita: Apart, Numerator, Denominator. Myo6s hiirtd ja paletteja voi hy6dyn-

taa.
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Tutki, tarkoittaako Mathematican merkintd x"x"x samaa kuin (x"x) “x vai samaa
kuin x~ (x"x). Sievennd, derivoi ja integroi kumpikin vaihtoehto.

Vihje: Yksinkertainen sievennyskomento Simplify ei auta, koska Mathematica varautuu mahdol-
lisuuteen, ettd muuttujat ovat kompleksisia, jolloin tavanomaiset laskusddannot eivit rajoituksitta
olekaan voimassa. Kokeile tdmén johdosta seuraavia sievennyskéskyjé: Simplify[..., x>0] ja

PowerExpand. Katso ndiden komentojen tarkempaa selitystd Mathematican dokumentaatiosta.

Talleta lauseke % jollekin nimelle ja laske sen arvo, kun a) z = 2, y = 3,
T Y

b) © = —5, y = 7. Laske seké tarkka arvo, ettd 50-desimaalinen likiarvo. Ovatko

desimaaliesitykset jaksollisia?

Vihje: Kéyté arvojen sijoittamisessa korvausoperaattoria /. (eli ReplaceAll). Likiarvojen laskem-

inen funktiolla N.

Mathematicassa on kaksi operaattoria, joilla muuttujalle annetaan arvo: joko = (eli
Set) tai := (eli SetDelayed). Yrita selvittdéd nédiden ero antamalla syotteet

a=RandomInteger[{1,100}]
Table[a,{10}]
b:=RandomInteger [{1,100}]
Table[b,{10}]

Vihje: Delay = viivistdd. Katso myos Mathematican dokumentaatiota. Funktio RandomInteger

generoi satunnaisia kokonaislukuja; sen argumenttina annetaan vili, jolta luvut otetaan.

Kaksi matkapuhelinmastoa nékyy paikkaan, jonka etéisyys toisesta mastosta on
5,27 km ja toisesta 3,16 km. Téhtayssuunnat mastoihin muodostavat 72° 50" suu-
ruisen kulman. Kuinka etddlld mastot ovat toisistaan? Etdisyydet mitataan vaaka-
suorasti, eikd maaston mahdollisia korkeuseroja oteta huomioon.

Vihje: Trigonometristen funktioiden argumentit ilmoitetaan Mathematicassa radiaaneissa. Radi-
aanien ja asteiden vélinen muunnoskerroin on valmiina nimelld Degree (katso dokumentaatiota),
mutta kertoimen voi tietenkin muodostaa itsekin. Muista: Funktioiden nimet kirjoitetaan isolla

alkukirjaimella, argumentit annetaan hakasuluissa.
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Tutki lausekkeiden

sin(5z)

sin(z + y)

exp(iz) + exp(—iz)
cos(arccos )
arccos(cos )

exp(ln z)

In(exp x)

sieventamistd. Mitd naista pitaisi tulla? Mitd Mathematica antaa ja milld komennol-
la? Mita symbolisen ohjelman itse asiassa pitaisi antaa vastaukseksi, kun muuttujaa
x ei ole milldén tavoin rajoitettu?

Vihje: Mathematicalla on useita erilaisia Expand- ja Simplify-tyyppisid komentoja. Muista:
Funktioiden nimet kirjoitetaan isolla alkukirjaimella, joskus isoja kirjaimia voi olla muuallakin:

ArcCos. Argumentit annetaan hakasuluissa. Imaginaariyksikko on I.

Muokkaa muotoa sin(nz), cos(nx), sin™ x, cos™ x olevia trigonometrisia lausekkeita
erilaisiin muotoihin, kun 7 on jokin luonnollinen luku (ei symboli).

Vihje: Kiyta funktioita TrigFactor, TrigExpand, TrigReduce, ExpToTrig, TrigToExp. Muista:

Funktioiden nimet kirjoitetaan isolla alkukirjaimella, argumentit annetaan hakasuluissa.

Sievenna TSebySevin polynomin lauseke T, (z) = cos(narccosz), n € N, muotoon,
josta ilmenee, millainen polynomi on kyseessd. Mikd on polynomin asteluku?

Vihje: Anna symbolille n numeerisia arvoja. Funktioiden nimet ovat Cos ja ArcCos.

Astetta n olevan polynomin nollakohdat olkoot xy,xo, ..., z,. Maaritd polynomien
kertoimien lausekkeet nollakohtien funktioina tapauksissa n = 2, 3,4, 5. Miten poly-
nomin kertoimet riippuvat nollakohdista?

Vihje: Polynomi voidaan nollakohtien avulla kirjoittaa tulomuotoon
(x—z1)(z—22) ... (T — ).

Hyo6dyllisida funktioita ovat mm. Product, Collect, Coefficient, CoefficientList. Jos listassa

on pitkié alkioita, sen voi tulostaa selkedmpédédn muotoon kirjoittamalla perddn //TableForm.
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Yhtalot
x = cosu(a + bcosv), y =sinu(a+ bcosv), z = bsinv

esittavit erdsta pintaa, ympyrdrengasta eli torusta parametrimuodossa. Etsi toruk-
selle muotoa F'(z,y,z) = 0 oleva yhtélo eliminoimalla eo. yhtéloistd parametrit u ja
v.

Vihje: Eliminointi voidaan tehdé funktiolla Eliminate; ks. kiyttoohjeet Mathematican dokumen-
taatiosta. Se toimii kuitenkin parhaiten polynomeihin sovellettuna ja trigonometristen funktioiden
tapauksessa ei kovin yksinkertaisiin lausekkeisiin paéstd. Vaikeudet voidaan valttdd seuraavasti:
Eliminoitaviksi muuttujiksi otetaan parametrien u ja v sijasta niiden sinit ja kosinit, ts. tehddin
eo. yhtéaloihin sijoitus Sin[u]->ul, Cos[ul->u2, Sin[v]->v1l, Cos[v]->v2. Uusien muuttujien
vélilld ovat voimassa yhtdlot ul"2 + u2°2 == 1 ja vi"2 + v2°2 == 1, jolloin on kaikkiaan viisi

yhtéloa, joista on eliminoitava nelja muuttujaa.

Yhtalo
ot 4yt + 2+ 227y + 20227 + 22227 — 102? — 1042 + 622 4+9=0

esittda erasta kolmiulotteisen avaruuden pintaa, ympyrdirengasta eli torusta. Jos
pintaa leikataan tasolla z = 0 tai tasolla x = 0, saadaan leikkauskéyraksi kaksi
ympyraa. Maarita naiden yhtalot.

Vihje: Muodosta leikkauskayrien yhtalot sijoittamalla vuorollaan arvot x = 0 ja z = 0 annettuun

yht, niin yht [[1]] on sen vasen ja yht [[2]] oikea puoli.)

Ratkaise yhtéloiden

1. 168z = 195

2. 22 —-20—-4=0

3.t —x*+x—-21=0
4. (a="Db)a*+ax+b=0

kaikki juuret. Sijoita juuret takaisin yhtaloihin ja tutki, toteutuvatko yhtélot.

Vihje: Talleta ensin yhtélo jollekin nimelle. Yhtéloisséd kiytetddn yhtélaisyysmerkkind ==. Yht&lon
ratkaiseminen Solve-funktiolla tuottaa ratkaisut ns. korvaussdantojen muodossa. Néiden avul-
la voidaan saadut juuret helposti sijoittaa mihin tahansa lausekkeeseen, esimerkiksi yhtéloon:

yhtalo/.korvaus. Téssd /. on lyhennemerkintd Mathematican funktiolle ReplaceAll.
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Muodosta taulukko (matriisi), jonka alkioina ovat luvut &/, k = 1,...,10, j =
1,...,10.

Vihje: Tarvittavia funktiota: Table, TableForm; katso dokumentaatiota.

mmaSarjat

252.
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[e.e]
1
Laske sarjan E yE summa ja piirrd kuvio, joka osoittaa, miten osasummat léh-
k=1

estyvat sarjan summaa.

Vihje: Muodosta osasummista lista ja piirrd kuvio funktiolla ListPlot.

Laske sarjan

i (295— 1)"?
o \3r + 1

summa. Milld arvoilla x € R sarja suppenee? Piirrd summafunktion kuvaaja.

Vihje: Sarjan summa lasketaan funktiolla Sum. Suppenemisalueen tarkastelussa voidaan kéyttaa

funktiota Reduce reaalilukualueella (Reals).

Muodosta funktiolle f(z) = exp(arctan ) Maclaurinin polynomeja. Valitse astelu-
vuiksi ainakin 10, 20, 30, 40 ja 50. Vertaa naiden kuvaajia funktion kuvaajaan. Mill&
muuttujan arvoilla Maclaurinin sarja nayttéisi suppenevan?

Vihje: Kéayta funktiota Series. Sarjan jadnnostermi voidaan pudottaa pois komennolla Normal.

Kehité funktio f(z) = v/922 — 3z + 5 Taylorin sarjaksi pisteissid x = 0, x = 2 ja
x = 5. Piirrd Taylorin polynomien kuvaajat astelukuun 10 saakka ja vertaa niité
funktion kuvaajaan. Miten laajassa alueessa Taylorin sarja nayttéisi suppenevan?

Vihje: Sarja muodostetaan komennolla Series, jolle on my6s ilmoitettava, montako termia alusta
ldhtien halutaan. Tuloksessa on muotoa 0[x"n] oleva jadnnostermi, joka on pudotettava pois, jotta
osasumman kuvaaja saadaan piirretyksi. Tamé tehdddn komennolla Normal.

Suhteellisuusteorian mukainen kappaleen kineettinen energia on
mo
V2
T2

Osoita origokeskiseksi Taylorin sarjaksi kehittamaélla, ettd pienilld nopeuksilla v
tamé on likimain sama kuin klassinen kineettinen energia %movz.

T =mc* — moc®, missid m =

Vihje: Komento Series.



mmaTodennikoisyyslaskenta

257.

Tutkimuksessa todettiin, ettd 200 gramman keksipakkausten massan keskiarvo oli
204 g ja keskihajonta 6 g. Oletetaan, etta massa on normaalisti jakautunut. Kuinka
monella prosentilla pakkauksista massa oli alle 200 g? Kuinka monella prosentilla
pakkauksista massa oli vélilla 200 g — 210 g7

Vihje: Tutki funktioita NormalDistribution ja CDF (= cumulative distribution function =
kertyméfunktio), joiden avulla voidaan laskea mihin tahansa normaalijakaumaan liittyvit toden-

nékoisyydet.

mma Vektorianalyysi

258.

259.

260.

261.

Jaa vektori ¢ = 7i+ 5j vektoreiden a = 3i+4j ja b = 5i — j suuntaisiin komponent-
teihin.

Vihje: Esitéd vektorit kaksialkioisina listoina. Muodosta ndiden avulla vektoriyhtalo ja ratkaise se
Solve-funktiolla.

Olkoot A = (7,3), B = (1,2) ja C' = (3,5) tason pisteitd. Muodosta kulman ABC
puolittajan suuntavektori ja sen suuntainen yksikkovektori.

Vihje: Syoté aluksi pisteet kahden alkion listoina ja muodosta niiden avulla tarvittavat vektorit.

Puolittajavektori saadaan helpoimmin kulman kylkien suuntaisten yksikkévektoreiden summana.

Kolmion karkipisteet ovat (1,2), (=3,5) ja (—1, —6). Maarita kolmion keskijanojen
leikkauspiste (x,y) muodostamalla sille vektoriyhtalot ja ratkaisemalla koordinaatit
néistd. Osoita laskemalla, ettd keskijanat todellakin leikkaavat samassa pisteessa,
joka jakaa keskijanat suhteessa 1 : 2.

Vihje: Solve-komennolla voidaan ratkaista myos vektoriyhtdléiden muodostama ryhmaé. Vaadi es-
imerkiksi, etta pisteen (x,y) ja kolmion kéirkipisteen yhdysvektori on samasta karjesté vastakkaisen
sivun keskipisteeseen suuntautuvan vektorin skalaarikerrannainen. Koska kérkid on kolme, saadaan
kolme vektori- eli kuusi skalaariyhtélod, joissa on viisi tuntematonta: x, y ja kolme skalaarikerroin-

ta.

Todista yleisesti, etta kolmion keskijanat leikkaavat toisensa samassa pisteessé, joka
jakaa ne suhteessa 1 : 2. Tarkastele tatd varten kolmiota, jonka kérkipisteet ovat
(ay,asz), (b1, b2) ja (c1, c2). Merkitse keskijanojen leikkauspistetta (z,y) ja muodosta-
ma sille vektoriyhtalot. Ratkaise ndma ja tulkitse tulos.

Vihje: Solve-komennolla voidaan ratkaista myos vektoriyhtdléiden muodostama ryhmaé. Vaadi es-
imerkiksi, etta pisteen (x,y) ja kolmion kéarkipisteen yhdysvektori on samasta karjesté vastakkaisen
sivun keskipisteeseen suuntautuvan vektorin skalaarikerrannainen. Koska kérkiéd on kolme, saadaan
kolme vektori- eli kuusi skalaariyhtélod, joissa on viisi tuntematonta: x, y ja kolme skalaarikerroin-

ta.
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Vektorit a, b ja c ovat kolmion kérkipisteiden A, B ja C paikkavektorit. Olkoon P
sivuille AC' ja BC' piirrettyjen korkeusjanojen leikkauspiste ja p sen paikkavektori.
Talloin patee

(p—b)-(a—c)=0, (p—a)-(b—c)=0.

Jos voidaan todistaa, ettd myos (p—c)-(a—b) = 0, on tullut todistetuksi, etta kaikki
kolme korkeusjanaa leikkaavat samassa pisteessd. Suorita todistus Mathematican
vektorialgebraa kayttéen.

Vihje: Esité tehtévan vektorit symbolisina kaksi- (tai kolmi-) komponenttisina listoina, so. Math-

ematican vektoreina. Funktioista Simplify ja FullSimplify on apua; katso dokumentaatiota.

Kolmiulotteisen avaruuden taso kulkee pisteiden A = (7,3,1), B = (1,2,3) ja C =
(3,5, —5) kautta. Laske tason yksikkonormaalivektori.

Vihje: Syotd pisteet kolmialkioisina listoina ja laske néilli. Normaali voidaan mé&arittad joko

skalaaritulojen avulla tai vektorituloa kayttéen.

Maarita u siten, ettd vektoreiden i + 2j + 3k ja ui + 5j 4+ 6k valinen kulma on 60
astetta.

Vihje: Hyodynnéa skalaarituloa. Mieti, montako ratkaisua tehtéavalld on. Tarkista saamasi tulos.

Kolmiulotteisessa avaruudessa sijaitsevan kolmion kérkipisteet ovat (1,2,3),
(—2,4,5) ja (2,—5,—T). Laske kolmion ala.

Vihje: Kaiytd vektoreita. Kolmion ala voidaan lausua ristitulon (Cross) avulla.

Kolmiulotteisessa avaruudessa sijaitsevan kolmion kérkipisteet ovat (1,2,3),
(—2,4,5) ja (2, -5, —7). Laske kolmion kulmien suuruudet asteissa.

Vihje: Sovella vektorialgebraa, erityisesti skalaarituloa. Kosinifunktion kdénteisfunktio on ArcCos;

tdméa antaa kulman suuruuden radiaaneina.

Mika suoran (z,y) = (1,2) + ¢(3,4) piste on lahinna pistetta (8,1)7 Mikd on tdma
lyhin etéisyys?

Vihje: Kaiyta vektorialgebraa.

Miké suoran (z,y,z) = (3,0,1) + ¢(1,1,4) piste on ldhinna pistetta (1,4,2)7 Mika
on tamé lyhin etaisyys?

Vihje: Kaiyta vektorialgebraa.

Missé pisteessé suora (z,y, z) = (1,2,3)+1(4, 5, 6) leikkaa tason z —2y+3z—4 = 07?

Vihje: Kéyta vektorialgebraa.
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Taso kulkee pisteiden (1,2,3), (—=2,4,5) ja (2,—5, —7) kautta. Miké tason piste on
lahinna pistettéd (3,2,1) ja mikd on tdmé lyhin etéisyys?

Vihje: Kéyté vektorialgebraa.

Tarkastellaan avaruuskiyrdd r(t) = efi+e™j+ 2tk t € R. Piirrd kilyra.

a) Muodosta kayrélle parametriesitys, missé parametrina on arvoa t = () vastaavas-
ta pisteestd parametrin ¢ kasvusuuntaan mitattu kaarenpituus s.

b) Maarita kayraltd piste P, joka on kédyrdd pitkin mitattuna etdisyydelld 2
pisteesta (1,1,0) parametrin ¢ kasvusuuntaan. Laske koordinaattien likiarvot ja
vertaa kuvaan.

c) Laske kdyrdn kaarevuus ja kierevyys pisteessa P sekd tahén pisteeseen liittyva
kolmikanta {t,n,b}.

d) Maarita kdayran pisteeseen P liittyvén kaarevuusympyréin keskipiste ja sade.

e) Missé pisteessi kdyran kaarevuus on suurimmillaan ja mikd on maksimiarvo?
Vastaavatko arvot kuvaa?

f) Missé pisteessa kdyran kierevyys on suurimmillaan ja mikd on maksimiarvo?

Vihje: Kertaa kiyrateoria jostakin oppikirjasta! Em. laskujen ldpivieminen johtaa yleensa vaikeuk-
siin, koska kaarenpituusintegraalista tulee lilan monimutkainen. Tehtavin kayrd on kuitenkin
poikkeuksellinen: lasku onnistuu! Syota kdayra Mathematican vektorina, so. kolmialkioisena listana

ja laske vektorialgebraa kéyttéen.

Muodosta lista (vektori), jossa on 20 ensimmaéisté alkulukua. Muodosta toinen lista,
jossa on 20 ensimmaista sellaista alkulukua, joiden jarjestysluku on myos alkuluku.

Vihje: Tarvittavia funktioita: Table, Prime. Kiinnostava voi olla my6s PrimeQ
Maératty integraali voidaan laskea numeerisesti esimerkiksi puolisuunnikassaannollé

b b—a
/ f(x)d‘x%W(yo_’_zyl+2y2+"'+2yn—1+yn)'

Tassad integroimisvali on jaettu n yhta suureen osaviliin ja luvut y; tarkoittavat
funktion arvoja jakopisteissa. Laske integraali fol e~ dz puolisuunnikassdannolla
kayttden arvoja n = 4,8,12,16,20. Muodosta jokaisessa tapauksessa ensin kaksi
vektoria: toisessa on funktion arvot tarvittavissa jakopisteissd ja toisessa vastaavat
painokertoimet.

Vihje: Anna aluksi arvo muuttujalle n ja muodosta vektorit tdmén avulla. Miten vektoreiden
sisdtuloa voidaan laskennassa hytdyntad? Miten tulokset saadaan helpoimmin muilla arvoilla n?

Miten ndmé suhtautuvat NIntegrate-funktion antamaan tulokseen?



274.

Maaratty integraali voidaan laskea numeerisesti esimerkiksi Simpsonin sadnnollé

b b—a
| F@) e~ 2 g+ gy + 2 + Ay + 21+ A+ 0n).
a
Tassa integroimisvéli on jaettu parilliseen maardan n yhta suuria osavalejé ja luvut
yx tarkoittavat funktion arvoja jakopisteissa. Laske integraali fol e~*" dz Simpsonin
sdaannolla kayttaen arvoja n = 4,8,12,16. Muodosta jokaisessa tapauksessa ensin
kaksi vektoria: toisessa on funktion arvot tarvittavissa jakopisteissi ja toisessa vas-

taavat painokertoimet.

Vihje: Anna aluksi arvo muuttujalle n ja muodosta vektorit tdmén avulla. Painokerroinvek-
toria muodostettaessa voidaan kayttdd esimerkiksi Mathematican funktioita If ja EvenQ (katso
dokumentaatiota). Miten vektoreiden sisdtuloa voidaan laskennassa hyodyntda? Miten tulokset
saadaan helpoimmin muilla arvoilla n? Miten ndmé suhtautuvat NIntegrate-funktion antamaan

tulokseen?

mmaY htalot

275.

276.

277.

Etsi yhtdlon 22 — 2o — 5 = 0 kaikki juuret. Etsi seké tarkat arvot ettd likiarvot ja
sijoita kummatkin takaisin yhtdloon. Toteutuuko yhtéalo?

Vihje: Likiarvot voidaan laskea joko tarkkojen arvojen likiarvoina funktiolla N tai suoraan kéyt-
tdmalla funktiota NSolve. Juurten sijoittaminen yhtdléon: yhtalo/.korvaus, missi /. on lyhen-

nemerkintd Mathematican funktiolle ReplaceAll.

Etsi yhtédlén 27 — 22 — 5 = 0 kaikki juuret. Sijoita jonkin juuren kaksi-, kolmi-
ja nelidesimaaliset likiarvot alkuperaiseen yhtaloon ja tutki, milla tarkkuudella se
toteutuu. Onko juurille mahdollista loytéda tarkat arvot? Kuinka monta reaalista
juurta yhtélolla on? Voidaanko yhtalon toteutumisen tarkkuudesta paételld juuren
likiarvon tarkkuus?

Vihje: Mathematican versiosta riippuen juurten tarkat arvot saatetaan esittda hieman erikoisessa
muodossa Root-funktion avulla. Tamé itse asiassa ilmoittaa vain, ettd kyseessd on juuri tdmén

polynomin juuri!

Muodosta toisen asteen yhtilon yleiset ratkaisukaavat ratkaisemalla yhtild ax? +
bx + ¢ = 0. Laske x% + 29 + x%, missd xr, ja xo ovat saadut juuret. Tarkastele
esimerkking yhtalod 222 + 3z + 4 = 0.

Vihje: Suorita laskut siten, ettd et joudu késin syottadméan uudelleen jo laskettuja tuloksia. Kayta
korvausoperaattoria ReplaceAll eli /. sopivalla tavalla. Esimerkkiyhtdlon juuret ovat komplek-

silukuja, mutta juurista muodostettu lauseke on yksinkertainen reaalinen murtoluku.



278.

279.

280.

281.

282.

283.

284.

Johda Solve-funktiota kéayttden toisen ja kolmannen asteen yhtalon yleiset
ratkaisukaavat. Ratkaise ndiden avulla yhtalot 1522 +2x+12 =0jax® —2x —5=0
sijoittamalla kertoimien arvot ratkaisukaavaan. Syntyyko toisen asteen tapaukses-
sa tutut ratkaisukaavat? Antaako kertoimien sijoittaminen ratkaisukaavaan samat
juuret kuin yhtélon ratkaiseminen suoraan?

Vihje: Yleiset ratkaisukaavat saadaan ratkaisemalla Solve-funktiolla yhtélot, joissa kertoimet

ovat symboleja.

Ratkaise yhtild 23 + 1 = 0 sijoittamalla kertoimien arvot kolmannen asteen yhtalon
yleiseen ratkaisukaavaan. Antaako kertoimien sijoittaminen ratkaisukaavaan samat
juuret kuin yhtalon ratkaiseminen suoraan?

Vihje: Kolmannen asteen yhtalon yleinen ratkaisukaava on sangen mutkikas eiké kaikissa tapauk-
sissa anna ongelmitta oikeaa ratkaisua. Ratkaistaessa yhtilo suoraan saatetaan tarvita funktiota

ComplexExpand saatujen juurten sieventamiseen.

Etsi yhtélon 2* — 223 +22% — 62 — 3 = 0 juuret. Jaa yhtdlon vasempana puolena oleva
polynomi naiden avulla mahdollisimman alhaista astetta oleviin reaalisiin tekijoihin.
Onko tulos sama kuin Factor-funktion antama?

Vihje: Solve-funktion antamasta korvauslistasta voidaan poimia k:s korvaussdanté joko hi-
iren avulla tai asettamalla listan nimen peraan indeksi kaksinkertaisiin hakasulkuihin, esimerkik-
si ratk[[k]]. Tulos voidaan saada my0s Factor-funktiolla, mutta siind tarvitaan lisdoptio; ks.

Mathematican dokumentaatiota.

Ratkaise yhtélo 2741 = 0. Esitd juuret muodossa z = x+iy ja tutki, miten kaukana
origosta juuret sijaitsevat kompleksitasossa. Mitkéd ovat juurten napakulmat?

Vihje: Sievenni juurten lausekkeet ComplexExpand-funktiolla. Kompleksiluvun itseisarvo saadaan

funktiolla Abs, napakulmaan voidaan kiyttaa funktiota Arg (vaikka tulos kylld nikyy muutenkin).

Ratkaise kompleksinen yhtélo 2% — i2% + 2iz + (8 — 44) = 0.

Vihje: Imaginaariyksikk6é on I. Se voidaan myos valita paletista, jolloin symboli on hieman er-
indkoinen.

Tutki eri tapoja ratkaista itseisarvoyhtélo |« — 1| 4+ | — 3| = 3 Mathematicalla.

Vihje: Itseisarvofunktio on Abs. Yhtaloon voidaan suoraan soveltaa yhtdloiden ratkaisemisessa

kiytettavia komentoja itseisarvolausekkeita ensin purkamatta. Piirrd myos kuvio (Plot).

Ratkaise yhtalo |3z + 1| + |2z — 3| = az + |5z — 7| kdyttden funktiota Solve; a on
jokin reaalinen vakio. Kokeile, toteuttavatko saadut juuret yhtalon.

Vihje: Voi olla hyédyksi tutkia yhtdlon toteutumista antamalla a:lle sopivia arvoja. Itseisarvo-

funktio on Abs.



285.

286.

287.

288.

Ratkaise lineaarinen yhtéloryhmé

3r—2y =1,
dx + by = 2.

Vihje: Solve-funktion ensimméisend argumenttina voi olla usean yhtdléon muodostama lista ja

toisena usean tuntemattoman muodostama, lista.

Ratkaise yhtaloryhmat

r+2y+3z2=11
a) < 4o +5y+62=13
Tr + 8y + 10z = 17

r+2y+3z2=1
b) < 4z +5y+ 62 =13
Tr+8y+9z =17

r+2y+3z2=1
c) {4z +5y+ 62 =13
Tr+8y+92 =15
Montako ratkaisua yhtaloryhmilla on?

Vihje: Ryhmén rakennetta voi my6s tutkia tarkemmin eliminoimalla esimerkiksi tuntemattoman
x kahdesta ensimmaéisesta ja vastaavasti kahdesta jalkimmaéisestéd yhtalostéd. Talloin on apua Math-

ematican funktiosta Eliminate.

Ratkaise yhtalopari
22% + 3y* — 2y = 10
ar—y=>5 '

Millé vakion a arvoilla yhtéloparilla on reaalisia ratkaisuja?

Vihje: Ratkaise ensin yhtélopari ja poimi hiirell& ratkaisusta ehto luvulle a. Epayhtéloitd voidaan
ratkaista funktiolla Reduce.

Ratkaise kéyrien

1622 + 9y* + 24xy — 170z + 310y — 465 =0 ja
522 + 8y% + dxy — 32z — 56y + 80 = 0.
leikkauspisteiden koordinaatit. Vertaa tulosta kayrien kuvaajiin.

Vihje: Kumpi on jarkevampéé: Hakea leikkauspisteiden koordinaateille tarkat arvot vai likiarvot?

Kuvaajat voidaan piirtdd funktiolla ContourPlot.



289.

290.

291.

292.

293.

294.

295.

Ratkaise yhtdlo In(z? + 1) = vz + 1.

Vihje: Piirrd kuvio (Plot) ja selvitd sen avulla yhtdlon juurten lukuméiird. Voidaanko juurille
loytaéd tarkat arvot? Mita yhtalonratkaisufunktioista Solve, NSolve, FindRoot voidaan kayttda?

Miksi? Luonnollinen logaritmi on Log.

Ratkaise yhtalo e™® — sinz = 0. Piirra tata varten funktioiden y = e™* ja y = sinz
kuvaajat samaan kuvioon. Méaarita kolmen pienimmén juuren likiarvot. Montako
juurta yhtalolla on? Mitd voidaan sanoa nédiden ratkaisemisesta a) algebrallisesti,
b) numeerisesti?

Vihje: Funktiota Solve tai edes NSolve ei voida kayttéé, koska kyseessé on transkendenttiyhtalo.
Tteratiiviseen numeeriseen ratkaisemiseen (Newtonin menetelmén tapaan) on kiytettavissa funktio
FindRoot.

Etsi yhtiloparin e* + siny = 0, 2% — 2y + y% = 4 juuret numeerisesti.

Vihje: Funktioita Solve ja NSolve ei voida kayttda, koska ne ratkaisevat vain algebrallisia
yhtaloitda. Transkendenttinen yhtdlo tai yhtdloryhmé voidaan ratkaista funktiolla FindRoot, jo-
ka oleellisesti kayttdd yksi- tai useampiulotteista Newtonin menetelméé. Sopivien alkuarvojen

16ytamiseksi kdyrat on syyté piirtda. Talloin voidaan kédyttdd funktiota ContourPlot.

Osa tien kaarteesta on ympyrén kaari, joka kartalla kulkee zy-koordinaatiston pis-
teiden (28, 98), (70,112) ja (126, 84) kautta. Kuinka suuri on tdmén ympyran side,
kun yksikko kartalla vastaa 25:t4 metrid luonnossa?

Vihje: Ratkaise kolmen algebrallisen yhtélon ryhmé. Muodosta téata varten ensin ympyran yhtalo,

jossa séde ja keskipisteen koordinaatit ovat tuntemattomia, ja sijoita sithen annetut arvot.

Maaritd ympyroiden 22 + 4> — 4o — 6y +10 = O ja 22 + 9> + 20 — 2y — 3 = 0
leikkauspisteet, laske niiden etéisyydet origosta ja niiden keskindinen etéisyys.

Vihje: Kéytd Solve-komennon tuottamia korvaussddnt6ja mahdollisimman tehokkaasti. Etaisyy-

det voi ehkd helpoimmin laskea vektoreiden pituuksina.

Kolmen pallon keskipisteet ja siteet ovat (1,1,1), 3; (1,2,3), 2; (3,2,4), 4.
Maarita pallojen yhteiset pisteet.

Vihje: Kiyta funktiota Solve usean algebrallisen yht&lon muodostaman ryhmén ratkaisemiseen.

Kolmannen asteen polynomilla p(x) on kaksinkertainen nollakohta = = 2 ja p(3) =
15, p/(1) = 0. Mérité p(z).

Vihje: Muodosta polynomille lauseke tuntemattomin kertoimin ja johda kertoimille yhtéloryhma

ehtojen perusteella.



296. Miérita vakio a siten, ettd yhtdlon 2* — ax? + 22 + 1 = 0 juurten nelididen summa
on 1. Mitka ovat vastaavien juurten likiarvot?

Vihje: a on yksinkertainen murtoluku; kaksi juurista on kompleksisia. Tehtédvan voi laskea
monella tavalla. Tutki, mitd antavat seuraavantyyppiset syotteet: neliot= x"2/.Solvel...],

Apply[Plus,neliot].

mplCurve fitting

297. mplCFO01.tex [Matlab: ../../matlabteht/mlCurveFit/mplCF01.tex]
Hermiten interpolaatio: Interpolaatioehdoissa esiintyy myos derivaattoja.

Maarita 4. asteen polynomi p, joka toteuttaa ehdot:

(a) Kaésittele polynomi lausekkeena.
Tarkista tulos sopivasti subs-komennoilla ja piirrd kuva/kuvia polynomista ja
derivaatoista.

(b) Kaésittele polynomi funktiona.

Huom: 5 ehtoa ja 5 tuntematonta kerrointa = jarkevin tuntuinen tehtava.
Yleisesti “jarkevéallakdaan” Hermiten interpolaatiotehtévallé ei aina ole yksikéasitteista
ratkaisua (kuten ei neliomatriisin maaraamalla lineaarisella yhtéloryhméllakaan —
siitdhan on kyse). Pelkkié funktion arvoja koskevalla interpolaatiotehtéavalld aina on
(koska “Vandermonden neliématriisi” on aina ei-singulaarinen).
Tassa opetellaan erityisesti Maplen katevaa ratkaisutekniikkaa.

Vihje: Kirjoita polynomi lausekkeeksi tyyliin:

p:=a*xx"4+b*x"3 + .... ,
misséd a, b, ..., e ovat madrattavit kertoimet.

Derivaatta: diff
Arvojen (x=0,x=1) sijoittaminen p:n lausekkeeseen: subs
Yhtalon ratkaiseminen: solve

Kaikista saat tietoa ndin ?7diff, ...



298. mplCF03.tex, [Matlab: ../../matlabteht/mlCurveFit/mICF15.tex]

Opettajalle: (a)-kohta sopii ensitutustumiseen.

(b)-kohta on sikdli huono, ettd virhetermin suuruusluokka on toisesta maailmasta
(opettavaista kyllakin, mutta alkajaisiksi vaatii ainakin varoituksen).

Lisdd tehtdvin opetuksia ratkaisutiedostoissa.

(a) Muodosta interpolaatiopolynomi pisteistolle, joka saadaan laskemalla funktion
cos(1 + 2%) arvot tasavilisessé x-pisteistossé, jossa on 7 pistettd vélilla [0, 3].Piirra
samaan kuvaan funktio, datapisteet ja interpolaatiopolynomi.

(b) Arvioi (Lagrangen) interpolaatiokaavan virhetermin avulla interpolaatiovirheen
ylaraja yo. vililla ja vertaa todelliseen.

Lause Olkoot xg, z1, .. ., z, erilliset pisteet ja f (n+1) kertaa jatkuvasti derivoituva
funktio z,—pisteet sisdltavalla valilld. Jos p, on (1-kés) dataan (xy, f(xy)) liittyva
interpolaatiopolynomi, niin

_ M)
f(@) = pu(z) = m(w —xo)(x —w1) -+ (2 — @),

Vihje: Tassd on mahdollista harrastaa Maplen ja Matlabin yhteistyota. Virhekaavan derivaatta
muodostetaan tietysti Maplella ja lauseke sievennetdén. Itse asiassa piirtamaélla ja poimimalla
kuvasta maksimipisteen koordinaatit, saadaan riittdvan hyva arvio.

Toinen mahdollisuus on kayttdd Matlabin symbolic toolboxia.

Tulotermin voisi hoitaa tehokkaimmin Matlabissa ottamalla tihedn diskretoinnin ja kayttaméalla
max-funktiota. Maplessakin on max-funktio, lakenta on Matlabissa tehokkaampaa.

Miten tulotermi lasketaan Matlabissa? Vaikka tahén tapaan:

1. x=linspace(....,N)

2. Tedéddn matriisi X, jossa x-vektoreita allekkain n+1 kpl.

3. Tehd&a&n matriisi X0, jossa rivit

x0 x0 ... xO N kpl.
x1 x1 ... x1 N kpl.
xn xn ... xn N kpl.

Nama syntyvét vaikka meshgrid-komennolla tai ulkotuloilemalla ykkospystyvektorilla.
4. Vahennetdén matriisit ja prod()). Sitten vain abs ja max kehiin.

Tosi Matlabmaista! (Ei moitita, vaikka tekisit for-loopin, vain 8 kertaa kdydédédn, mutta hyvi ym-
mértdd Matlabin hienoa matriisiajattelua, muistiahan ei nykyisin tarvitse saéstelld.)

Avainsanat: Interpolaatio, kiiyran sovitus, interpolaatiovirhe, Lagrange



299.

300.

mlCF07.tex/mplCF07.tex // Matlab,Maple,[Mathematica]

W.A Mozartin(1756-1791) savellyksié indeksoidaan Kochel-luvuilla, jotka ilmaise-
vat teosten sévellysjarjestyksen. Alla on erdita Kochel-lukuja, ja vastaavien teosten
sévellysvuosia.

Number Year
1 1761
75 1771
155 1772
219 1775
271 1777
351 1780
425 1782
503 1786
575 1789
626 1791

Kéyttaen tata dataa, arvioi teoksen Sinfonia Concertanten savellysvuosi, kun tiede-
tadn, etta sen Kochel-numero on 364.

Vihje: Piirrd ensin datapisteet tasoon, ja paédtd millaista menetelmdd kannattaa kéyttaa.
Epéilematta sopivan asteista PNS-polynomia. Suorita joitakin sovituksia, ja tarkista sitten tu-

los vaikka Wikipediasta.

Maple tai Matlab

Tutkitaan nk. Rungen ilmiété. Laske funktion g(z) = 1/(142?) arvoja tasaisin vilein
valilta [—5, 5], ja tee néihin pisteisiin perustuva polynominen interpolaatio. Piirrd
sekd g(z) ettd P(x) samaan kuvaan. Mitd huomaat, kun valittujen datapisteiden
maaréaé tihennetaan?

Kokeile interpolointia silloin, kun datapisteité ei valita tasavalisesti, vaan ne valitaan
Chebyshev-pisteiden .
JTN .
xr;=>5cos(=),j=0...N
J ( N) J

mukaan.

Vihje: Polynominen interpolaatio kannattaa tehdd MATLAB-funktiolla polyfit. Funktio g kan-
nattaa madritelld funktiokahvan avulla: g = @(x)1./(1+x.72). Tasavilisid pisteistd saa funkti-
olla linspace

Sopii aivan yhtd hyvin Maplelle.



301. H2T14.tex/mlICF13.tex/mplCF13.tex
Matlab,Maple,[Mathematica]

Yhdysvaltojen perustuslaki vaatii, ettd maassa suoritetaan joka kymmenes vu-
osi vaestonlaskenta. Ohessa on vaestonlaskennan tuloksia sadoissa miljoonissa
asukkaissa viime vuosisadalta.

1900 1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
76 92 106 122 132 150 179 203 226 248

Tee polynomi-interpolointi datalle, ja ennusta vieston maédra vuonna 2010.
Kuinka ennusteesi suhtautuu laskennan todelliseen tulokseen: 308,745,538 laskettua
asukasta?

Sovita my0s eriasteisia PNS-polynomeja, vrt. Matlab Censusgui, lue Molerista:
http://www.mathworks.se/moler/interp.pdf Num. Comp. with Matlab, interpo-
lation

Vihje:



Differentiaaliyhtalot

302.

303.

mplDO001.tex (infoverkostot (iv) s. 2001) Ratkaise yhtalo

dy _

_ ¢
ac Y

a.) Muodosta yleinen ratkaisu.
b.) Méérita vakio _C1 alkuehdolle y(0) = 1.

c.) Ratkaise alkuarvotehtévi suoraan dsolve:lla.

Vihje: Maplen funktio dsolve.

b)-kohdassa voit ottaa ratkaisulausekkeen rhs (Righthand side) kiinni. Tarvitset lisiksi komentoja
subs ja solve

c) ?dsolve, [HAM] ss. 162-165

Ratkaisu:

> dyht := diff(y(t), t) = txy(t)
a)

> ylratk := dsolve(dyht, y(t))
b)

> Y := rhs(ylratk)

> solve(subs(t = 0, Y) = 1, _Cl1)
Huom! Dokumenttimoodissa alaviiva pudottaa kursorin alaindeksitasolle.
"copy/paste" tarvitaan _Cl:1le.
> eval(%)
c)

> dsolve({dyht, y(0) = 1}, y(t))

mplD002.tex (infoverkostot (iv) s. 2001)

Ratkaise differentiaaliyhtalo —sijoittamalla ratkaisuehdotus (REh) annettuun
yhtéloon tai esim. integroimalla, arvaamalla tms.:

(a)y'+y = 2°—2,REh: y = Ce®+2%2—2x (b) y"+y =0, REh: y = acosz+bsinx
(¢c)y”"=e€", (d) z+yy =0, REh: 2* +y*> = C (C > 0, vakio).

Vihje: (d)-kohta: Derivoi implisiittisesti, ts. oleta, ettd on olemassa derivoituva funktio z — y(x)
s.e. 22 +y(x) = C ja derivoi puolittain. (T#ssd tapauksessa olemassaolo tiedetéiéin, onhan y(r) =
v C — 22 tallainen. Taman eksplisiittisen lausekkeen kéytto ei silti kannata, se vain mutkistaa

asioita, olkaamme siis implisiittisia.)

Ratkaisu: mplD002R.mw ja .pdf ON



304. mplD003.tex [Matlab-versio: ...mlD002.tex] (iv3/2001, harj. 1, teht. 2)
Milléd xy-tason kayrilli on ominaisuus: Kéyran tangentin kulmakerroin jokaisessa

pisteessa (z,y) on —4?”3 ?

Ratkaise yhtélo muuttujien erottelulla (“separation of variables”). Piirrd suuntak-
entté isokliineja apuna kdyttéden késin vaikkapa alueessa [—2,2] x [—2,2].

Ota sitten Maple avuksi. Kokeile ja selita!

Vihje: Kts. [HAM] ss. 169-170

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttédn: DEplot,
grafiikkojen yhdistdmiseen: display.
Suoraparven saat tyyliin

> yparvi:=seq(...,c=[-2,-1,-.5,.5,2,1]) # tms.
> isokl:=plot([yparvi],x=...)

Yleisemmin isokliinit saadaan piirretyksi implicitplot-funktiolla, mutta téssé saatiin ratkaistussa

muodossa suoraan.

Avainsanat:MapleDy, diffyhtalot, suuntakenttd, isokliinit, mplDifferenti-
aali(yhtalot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998



305. mplD004.tex [Matlab-versio: ...mlID004.tex| (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 1-2)

Laskuvarjohyppaajan yhtalo. Oletetaan, ettd hyppadjan + varustuksen massa =
m ja ilmanvastus on verrannollinen nopeuden neliooén, olkoon verrannollisuskerroin
= b. Télloin Newtonin 2. laki antaa liikeyhtélon:

mv’ = mg — bv?.

Olkoon yksinkertaisuuden vuoksi m = 1,b =1 ja g = 9.81m/s>.
Piirré suuntakentta.

Oletetaan, ettéd laskuvarjo aukeaa, kun v = 10m/s, valitaan tdméa alkuhetkeksi t =
0. Piirra tdma ratkaisukéyra suuntakenttapiirrokseen. Yritd ndhdé suuntakentésta,
ettd kaikki ratkaisut nayttavat ladhestyvan rajanopeutta v &~ 3.13 ja etta ratkaisut
ovat joko kasvavia tai pieneneviéd (ja milla alkuarvoilla mitdkin, ja mita tarkoittaa
fysikaalisesti)

Maarita rajanopeus suoraan yhtélosta.

Kéyta Matlab-piirroksiin funktiota dfield8 ja Maplessa DEtools-kirjaston DEplot-
funktiota.

Vihje: Kts. [HAM] ss. 169-170 tai ?DEplot

> with(DEtools)
> with(plots)

Suuntakenttédn: DEplot,

grafiikkojen yhdistdmiseen: display.

dfield-ohje:

Hae m-tiedosto dfield8 sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se Matlab-polkusi
varrelle.

Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MatlabDy, MapleDy, diffyhtélot, suuntakenttd, isokliinit, mplDiffer-
entiaali(yhtélot), mlDifferentiaali(yhtéalot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998



306.

307.

mplDO005.tex (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 2)

Muodosta edella olevan laskuvarjotehtédvan (mplD004) analyyttinen ratkaisu muut-
tujien erottelulla. Maaritd edelld mainittu (v(0) = 10)-ratkaisukéyrd. Tarkista
ratkaisu Maplella ja kokeile lopuksi Maplen dsolve- komentoa. (Ohje [HAM]-
kirjassa.)

Vihje: Ohje analyyttiseen: Muistathan, ettd osamurtohajoitelma on hyddyllinen rationaalilausek-

keen integroinnissa (Maple: convert (lauseke,parfrac,muuttuja) ; mutta osattava myos kasin).

Avainsanat: MapleDy, diffyhtdlot, muuttujien erottelu, mplDifferentiaali(yhtalot),
mlDifferentiaali(yhtélot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998

mplD006.tex (iv3/2001, harj. 1, LV teht. 3)
Vaihdamme téssd LAODE-tyyliseen notaatioon: ¢ on riippumaton muuttuja, x on
“riippuva” muuttuja. Kannattaa totutella eri tyyleihin.

Ratkaise alkuarvotehtévd ' = £ — e™*, 2(0) = —1. Kyseessé on lineaarinen epdiho-
mogeeninen (EHY). Tama lasku ei edellytd mitdén uutta muuttujien erottelun lisaksi

(ainoastaan uskomista), kaikki on téssi neuvottu.

Suorita ratkaisu néin:

« Ratkaise ensin vastaava (HY) 2’ = 5 (yleinen ratkaisu).

o Yritd keksid jokin (EHY):n erityisratkaisu (siis mikd tahansa (EHY)m to-
teuttava). Keksiminen on helppoa, kun mietit exp-funktion derivointia.
(Mééaraamaton kerroin ratkaistaan sijoittamalla yrite (EHY):yyn).

Lineaaristen teoria sanoo, ettd (EHY):n yleinen = (HY):mn yleinen + (EHY)m
erikoinen.

Piirrda myos suuntakenttd ja ratkaisukayria (Maple: DEtools[DEplot], Matlab:
dfield8 tai suuntakl).
Miten néet suuntakentésté, ettd yhtalo ei ole autonominen?

Avainsanat: MapleDy, lineaariset diffyhtéalét, mplDifferentiaali(yhtélot)

Viitteet: [LAODE] Golubitzky-Dellnitz: Linear Algebra and Differential Equations
using Matlab, Brooks/Cole 1999.



308.

309.

mplD007.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 1)
Ratkaise (AA)-tehtava ¢y — 2zy =1, y(0) = —0.5

Téassd ndyttdd silta, ettda (EHY)m erikoinen olisi helppo 10ytdd, mutta huomaat
pian, ettd luonnolliset yritteet eivit toimi. (Kyseessdhén on lineaarinen, mutta ei-
vakiokertoiminen yhtélo.)

Ratkaise vaan sitten kiltisti integroivan tekijan menettelylla.

Integrointi johtaa erf-funktioon, Maple antaa sen suoraan, voit myos konsultoida
KRE-kirjaa hakusanalla erf. Lausu siis ratkaisu erfn avulla.

Piirrd suuntakenttapiirros Maplen DEtools-pakkauksen DEplot-funktion avulla (kts
[HAM] s. 169), voit toki kiyttdd myos Matlab:n dfield8-funktiota (ohje alla).

Valitse alkuarvoja yo valiltad (—1, —0.5) yrittéden 16ytaa kriittista arvoa yo, joka jakaa
ratrkaisukdyrat plus tai miinus ddaretonta lahestyviin. (Tuo kriittinen ratkaisukéyra
on rajoitettu.) Kéytd hyviksesi erffunktion ominaisuutta lim, ,erf(z) = 1
laskeaksesi tarkan arvon yg:lle.

Vihje: dfield-ohje: Hae m-tiedosto dfield§ sivulta http://math.rice.edu/~dfield/ ja sijoita se
Matlab-polkusi varrelle.
Kirjoita Matlab-istuntoon : dfield8

Avainsanat: MapleDy, diffyhtalot,erf, mplDifferentiaali(yht&lot)

Viitteet: [KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley
[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

mplD008.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 2)
Tarkastellaan (AA)-tehtavad xy' = 4y, y(0) = 1.

(a) Osoita, etta tehtévalla ei ole ratkaisua. Osoita, ettd tdmé ei ole ristiriidassa ;-
lauseen kanssa. (Huom: Lauseen avulla ei voi todistaa epdieksistenssid, koska lauseen
ehdot eiva ole valttdmattomat.)

(b) Vaihdetaan alkuehdoksi: y(0) = 0. Miten nyt on ratkaisujen laita.

(c) Mité voit sanoa alkuehdon y(zg) = yo tapauksessa, jos xo # 0,
(A) suoraan ratkaisukaavan avulla, (B) J;-lauseen avulla.

Vihje: Taméi on puhtaasti “perinteinen” tehtévé, mutta havainnollistus Maple/Matlab-vélineilld

on hyvinkin paikallaan.

Avainsanat: diffyhtélot, ratkaisun (epé)olemassaolo, eksistenssilause, mplDifferen-
tiaali(yhtalot)



310. mplD009.tex (iv3/2001, harj. 2, AV teht. 3)

311.

Muodosta Picardin iteraatiojonon muutama termi (AA)-tehtéville

@)y =z+y, y(0)=0 (b)y =z+y, y(0)=-1
(c)y =v* y(0) =1

Maarita myos tarkka ratkaisu.

Vihje: LV-tehtdvéssad palataan asiaan Maple-hommana. Tamé on tyypillistd symbolilaskennan

vahvuusaluetta.

Avainsanat: diffyhtalot, ratkaisun (epé)olemassaolo, Picard-Lindel6f-menetelmé,
Picardin iteraatio, mplDifferentiaali(yhtalot)

mplDO010.tex (iv3/2001, harj. 2, LV teht. 1)
Muodosta Picardin iteraatiojonoa pitemmaélle kuin AV-tehtévisséd samoille (AA)-
tehtaville (a), (b), (c) ja lisdksi viela (d): lle.

@y =z+y y0)=0 (b)y=z+y y0)=-1
©y =y y0)=1 (d)y =3¢
Laske myos tarkka ratkaisu Maplella ja piirréd se ja iteraatiojonon funktioita. (Jos

tuntuu liian pitkalta, niin jata yksi pois, hyva olis saada kaikki yhteisesti katetuksi
(vaikka parityoskentelyssa sopimalla).

Vihje: Malli: Aputiedostossa mplD010apu.zip on L4Picard.mw,L4Picard.pdf,L4exa2.mw,
L4exa2.pdf, kts. my6s [HAM] ss. 162-165 (dsolve)ja s. 126 Picard—Lindelof

Avainsanat: diffyhtalot, Picard-Lindelof-menetelmé, Picardin iteraatio, mplDiffer-
entiaali(yht&lot)

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.

312. mplDO011.tex

(a) Sovella Picardin iteraatiota (tuttuakin tutumpaan) (AA)-tehtavaan

v =y, y(0) = 1. Osoita, ettd iteraatiojono lahestyy ratkaisufunktiota y(z) =
eft

(b) (Olkoon vaihteeksi x(t) .)
Olkoon alkuarvotehtaviné edelleen 2/ =z, x(0) = 1.

Osoita, etta jos lasketaan likiarvo z,, = x,,(t,) EM:114 pisteessé t = t,, kdyttden
askelpituutta h, niin zj,(t,) = c(h)*, missé c(h) = (14 h)'/".

Osoita taméan nojalla, ettd kiintealla ¢ = t,, patee limy, .oz, (t) = €’

Vihje: Tehtédvissa tuskin tarvitaan ohjelmistoja.

EM = FEulerin menetelma



313.

314.

mplDO012.tex

Seuraava toistokdsky soveltaa Eulerin menetelméé alkuarvotehtavin ¢y = sin(zy),
y(0) = 1 ratkaisun likiarvon y(1) laskemiseen. Kokeile kiskyjé askelpituuksilla h =
0.25,h = 0.1, h = 0.01 ja h = 10~*. Miki menee pieleen viimeisessi kohdassa?

f:=(x,y)-> sin(x*y);

Digits:= 4;

n:= 4;

h:=1/n;

y[0] := 1;

for k from O to n-1 do # (paina tassa kohti Shift+Enter)
y[k+1] := evalf (y[k]+h*f (kxh,y[k])) # (samoin)

end do;

Piirrd Eulerin murtoviivat eri vareilld samaan koordinaatistoon.

Vihje: Datan piirto sujuu nykyisin “Matlab-tyylisesti”:

> xlista:=[seq(j*h,j=0..n)];
> ylista:=[seq(y[j],j=0..n)]
> plot(xlista,ylista)

[HAM]-viitteessa ss. 94-96 esitetyt tavat pisteparien listana toimivat myos, mutta s. 96 zip-temppu

ei ole endé tarpeen.

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.

mplDO013.tex
Ratkaise alkuarvotehtava

' +3y +3y=1—¢""y(0) =2,4'(0) =0,

ja piirrd ratkaisun kuvaaja valilla 0 < z < 10.

Vihje: Diffyhtalon saat ratkaistua komennolla dsolve. Yhtdlossa esiintyvét derivaatat voit ilmoit-

taa komennolla diff, ja derivaatan pisteessa 0 voit ilmaista derivaattaoperaattorilla D(y) (0).



315. mplD014.tex Maple,Matlab

a) Ratkaise alkuarvotehtava

v —y=cosz, y(0)=1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Matlabilla. Piirra ratkaisukayra.

b) Anna alkuarvoksi symboli ¢ ja piirrd ratkaisukédyraparvi sopivalla vélilla, kun
c=-0.9,-08,...,0.

Milta parvi nayttaa suurilla x :n arvoilla. Tassa pitaisi erottua kolmenlaista
kéaytosta.

Vihje: Maple: dsolve, Matlab: ode45

Avainsanat: Differentiaaliyhtald, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:

Coombes et al: Differential equations with Maple, Wiley

Boyce - DiPrima’s: Elementary Differential Equations and Boundary Value Prob-
lems,Wiley



316. mplD015.tex Maple,Matlab
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa

, 3t?
Y =755 v
(3y? —4)

y(1) = 0.
(a) Laske EM:1l4 ratkaisuapproksimaatiot pisteissa ¢ = 1.2,1.4,1.6,1.8 kédyttden
askelta h = 0.1 .

(b) Tee sama askeleella h = 0.05 .
(c) Vertaa tuloksia.

(d) Piirrd suuntakentta ja ratkaisuapproksimaatioita, sekd EM-ratkaisuja. Osaatko
selittad, miksi EM toimii kohtuullisesti alussa, mutta kelvottomasti lopussa?

Vihje: FEulerin menetelméé voi téassd kdyttaa ohjelman (MMM) laskintyylilld, kuten edelld tai
sitten oikeaksi funktioksi koodatulla versiolla, annetaan tdssi nuo koodit.

Eulerin menetelmén koodit (sisdltyvit myos apupakettiin *apu.zip):
Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-istuntoon)

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)

local n,h,t,y;

h:=evalf ((b-a)/m);

t[0] :=a;y[0] :=ya;

for n from O to m do
y[n+1] :=y[n]+h*f (t[n],y[nl);
t[n+1] :=t[n]+h;

end do;

seq([t[n],y[n]],n=0..m);

end:

Esim: ¢/ =t —19?

f:=(t,y)->t-y2;
e3:=Euler(£f,0,5,1,3);
plot([e3]);

Matlab: (Kts. vastaava Matlab-teht.)

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:

[KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.



317. mplD016.tex (vrt. Matlab: mID007.tex)
Tarkastellaan (AA)-tehtavaa

2y —Int 1
y':f—l—%, y(1) =0

valilla ¢ € [1,1.8] Ratkaise tehtava

a) Eulerin menetelmalld askelpituudella h = 0.1,
b) Heunin menetelmalla askelpituudella h = 0.2,

¢) RK4- menetelmélla askelpituudella h = 0.4.

Maarita tarkka ratkaisu Maple:n dsolve-komennolla ja laske sen avulla virheet,
piirrd ja taulukoi kussakin tapauksessa.

Huomaa, etta nailld askelpituuksien valinnoilla funktion arvojen laskentamaarat ovat
samadt.

Vihje: Eulerin menetelmén koodit (sisaltyvit myos apupakettiin mplD016apu.zip):
Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-istuntoon)

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)
local n,h,t,y;
h:=evalf((b-a)/m);
t[0] :=a;y[0] :=ya;
for n from 0 to m do
y[n+1] :=y [n] +h*f (t [n] ,y[nl);
t[n+1] :=t [n]+h;
end do;
seq([t[n],y[n]],n=0..m);
end:

Esim: ¢/ =t — y?

f:=(t,y)->t-y"2;
e3:=Euler(f,0,5,1,3);
plot([e3]);

Laitetaan myo6s Heun ja RK4
Matlab: (Kts. vastaava Matlab-teht.)

Huom: Tésté voi kehitelld monenlaisia tehtdvivariaatioita, myos ilman numeeristen menetelmien
korostusta.

Avainsanat: Differentiaaliyhtalo, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Viitteet:

[KRE] E. Kreyszig: Advanced Engineering Mathematics, Wiley

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.



318. mplD017.tex, mlID007.tex
Huomasimme, ettd eksponentiaalinen kasvumalli, ns. Malthusn lakiy’ = ky ei toimi
USA:n vaestodataan pitkalld aikavalilla. Mallia voidaan tarkentaa lisiamaélla sopiva
kasvua rajoittava termi, talloin johdutaan ns. logistiseen kasvulakiin:

y = ay — by?
USA:n viestodataan liityen Verhulst arvioi v. 1845 arvot a = 0.03 ja b = 1.6107%,
kun ¢ mitataan vuosissa ja véikiluku y(¢) miljoonissa.

Opettajalle: Tehtava voidaan késitella ehka luontavamminkin kokonaan erillisené
numeeristen diffyhtéloratkaisujen opetuksesta. Télloin otetaan vain alla olevat koh-
dat (c) ja/tai (d).

(a) Ratkaise tehtavd (y(0) = 5.3) Eulerin menetelmalld kayttamlld askelpituussa
h =10

(b) rk4:114 kéyttéden n. nelinkertaista askelta (voit kokeilla pienempiékin)
(c¢) Matlabin ode45:114.
(d) Laske analyyttinen ratkaisu Maplella (kyseessahén on Bernoullin yhtdlo.

Piirréd kuvia ja laske kaikissa tapauksessa ratkaisujen arvot annetuissa taulukkopis-
teissd. (oded5-tapauksessa onnistuu ainakin sovittamalla dataan splini funktiolla
spline, joka on maailman helppokéyttoisin.)

kts. http://www.math.hut.fi/teaching/v/matlab/opas.html#splinit
(Nykydan (2012) ei tarvita erillistd splinisovitusta, laskentapisteet voidaan antaa
suoraan ode45-funktiolle syGtteend.)

Vihje:

function [T,Y]=eulerS(f,Tspan,ya,n)

% Taméa vain kehittely- ja opettelutarkoituksessa.

% Funktio eulerV hoitaa niin skalaari- kuin vektoriversion.
% (24.2.04, modifioitu 21.8.2010)

% Esim: y’=t+y, y(0)=1

% f=0(t,y)t+y
% [T,Y]=eulerS(f, [0 4],1,6), plot(T,Y,T,Y,’.r’);shg
a=Tspan(1) ;b=Tspan(2);
h=(b-a) /n;
Y=zeros(n+1,1);T=(a:h:b)’; %Pystyvektorit yhdenmukaisesti ode45:n
Y(1)=ya; % kanssa
for j=1:n
Y(G+1)=Y(§)+h*£(T(§),Y(G));
end;
Viitteita:

http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf
http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus ylla)



319.

320.

321.

mplDO018.tex, mID008.tex
Tarkastellaan yhtaloa ¢’ = —2a(t — 1)y. Ratkaise aluksi analyyttisesti (saat kdyttaa
Mapleakin.)

Totea kuvasta ja derivaattachdosta yhtalon stabiilisuus/epéastabiilisuusalueet. Ota
kuvassa ja aina tarvittaessa vaikkapa o = 5.

Ratkaise yhtalo sekd Eulerilla ettd BE:ll4. Sopivia arvoja voisivat olla vaikkapa
h = 0.2, vali: [1,4.5], y(1) = 1.

Vertaa kokeellisesti stabiilisuukayttaytymista teorian ennustamaan ja pane merkille,
miten epéstabiilisuus kdytdnnossé ilmenee.

Tama tehtava soveltuu erityisen hyvin Maplella tehtavéksi, se on pitkélle ideoitu
[HAM] sivulla 124, my6és Euler ja BE ovat valmiina. (Koodit saa kurssin maple-
hakemistosta.) ** Tulee aputiedostoon **

** apu puuttuu, editoi viitteet! **
Vihje:

Viitteita:
http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L14dynumkalvot.pdf

http://www.math.hut.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/eulerS.m
(Listaus ylla)

mplD019.tex [mplP017.tex]

Opiskelija ottaa lainaa 10000 euroa hetkella k£ = 0 ja ryhtyy maksamaan sité takaisin
kuukauden péaasta hetkella & = 1. Kuukausikorko on 1% (huh!) ja takaisinmaksu
tapahtuu kiintein maksuerin 450 EUR /kk

Olkoon 1, k:n kuukauden kuluttua jéljelld olevan velan méaéra. Kirjoita differenssiy-
htalo yy:lle.

Muodosta taulukko ja graafinen esitys, jossa on pisteet (k,yx), ja selvitd sen pe-
rusteella, miten kauan velan maksu kestda ja miten paljon rahaa opiskelijaparka
kayttaa koko projektiin.

Luokittelu: Differenssi- ja differentiaaliyhtalot, Maple-perusteet.
Vihje:

. w1 dy
Ratkaise yhtalo & = ty.

Vihje: Maplen funktio dsolve.



322.

323.

324.

a) Osoita, etta funktio arctan ¥ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon

0’u  0%*u

(Tallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, ettd funktioilla w(z,y) ja v(x,y) on jatkuvat toiset osittais-
derivaatat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou Ov Ov ou

or 9y dxr Oy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

¢) Olkoon f(z,y) = 23y* + z* siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fizy, foye,
fyzz ja totea, ettd ne ovat samat.

Seuraava toistokdsky soveltaa Eulerin menetelméé alkuarvotehtévin y' = sin(zy),
y(0) = 1 ratkaisun likiarvon y(1) laskemiseen. Kokeile késkyja askelpituuksilla h =
0.25,h = 0.1, h = 0.01 ja h = 10~*. Miké menee pieleen viimeisessi kohdassa?

f:=(x,y)-> sin(xx*y);

Digits:= 4;

n:= 4;

h:=1/n;

y[0] = 1;

for k from O to n-1 do (paina té&sséd kohti Shift+Enter)
y[k+1] := y[k]+h*f (k*h,y[k]) (samoin)

od;

Vihje:
Ratkaise alkuarvotehtava
y' +3y +3y=1—-e""y(0) =2,4'(0) =0,

ja piirrd ratkaisun kuvaaja valilla 0 < z < 10.

Vihje: Diffyhtalon saat ratkaistua komennolla dsolve. Yhtdlossa esiintyvét derivaatat voit ilmoit-

taa komennolla diff, ja derivaatan pisteessa 0 voit ilmaista derivaattaoperaattorilla D(y) (0).



325.

326.

Maple,Matlab (HQTlO)

a) Ratkaise alkuarvotehtava

v —y=cosz, y(0)=1

analyyttisesti Maplella ja numeerisesti Matlabilla. Piirra ratkaisukayra.

b) Anna alkuarvoksi symboli ¢ ja piirrd ratkaisukédyraparvi sopivalla vélilla, kun
c=-0.9,-08,...,0.

Milta parvi nayttaa suurilla x :n arvoilla. Tassa pitaisi erottua kolmenlaista
kéaytosta.

Vihje: Maple: dsolve, Matlab: ode45

Avainsanat: Differentiaaliyhtald, alkuarvotehtava, analyyttinen ratkaisu, numeeri-
nen ratkaisu.

Kirjoita heiluriyhtélo ©” + £ sin(©) = 0 ensimméisen kertaluvun systeemiksi, tai
toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloksi. Voit ottaa g/L = 1.

Laske ratkaisu sopivalla aikavélilla (esim. [0, 10]) ja kolmella erilaisella alkuarvolla,
joilla saat erityyppiset ratkaisut.

Piirréd ratkaisukéyrat aikatasoon ja trajektorit faasitasoon.



327. Ratkaise RA-tehtévi

328.

y'=y*—1, y(0)=0, y(1)=1.

Maplella. Yritd ensin analyyttista. Jos/kun mitdén ei palaudu, voit asettaa esim
infolevel [dsolve] :=3:. Naet ainakin, mita Maple yrittaa.
Siirry sitten tyyppiin numeric, homma sujuu ongelmitta.

Muutaman kokeilun jalkeen huomasin, ettei sujukaan. Numeerisen ratkaisun maarit-
teleminen parametrista riippuvaksi funkioksi on aikamoista temppuilua, téllaisella
kurssilla ei kannata siithen paneutua, koska Matlab-ratkaisu on hyvin selkeé ja on-
gelmaton.

Muutetaan tehtiava helpommaksi:

Suorita Maplella suoraan reuna-arvotehtavin ratkaisu (luultavasti Maple laskee sen
differessimenetelmalld). Syntaksi on aivan sama kuin alkuarvotehtivélle, nyt vain
annetaan pelkit reunaehdot.

Helpin esimerkkien avulla padset kiinni ratkaisufunktioon.

a) Osoita, ettd funktio arctan £ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon

Pu,
ox2 oy

(Téllaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, ettd funktioilla u(x,y) ja v(z,y) on jatkuvat toiset osittais-
derivaatat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou Ov Ov ou

or oy oxr Oy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

¢) Olkoon f(z,y) = x*y? + z*siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fiy, frye
fyzz ja totea, ettd ne ovat samat.



Differentiaali- ja integraalilaskenta

329.

330.

331.

mplDi001.tex ([HAM] ss. 48-50)

Funktiolausekkeen derivaatta muodostetaan diff-komennolla.

Maarita seuraavien funktioiden 1. ja 2. derivaatta ja sievenné tulokset simplify-
komennolla.

62° + 32 — 2z 4+ 1, B4 cos(z? + 1) , arcsin(2z 4 3) , V1 4+ 21, arctanz

)

Vihje: Voit myos kirjoittaa lausekkeen tyoarkille, koskettaa sita hiiren oikealla “context sensitive’
nappéimelld, jolloin saat joukon Maple-komentoja, mm. diff, simplify ym.

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, Maplediffint, lauseke, symbolinen de-
rivointi, diff

Viitteet:

[HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-ohjelmalla,
Otatieto 588, 1998.

mplDi002.tex
Olkoon f(z) = 2% — 4. Muodosta integraalifunktiot

dx
f(x)dz, —
[ 1@ 7)
Tarkista tulokset derivoimalla.

Vihje: int ja Int. Voit myés aloittaa: int <ESC-néppéily>, saat valikon, josta valitset [-merkin

ja tdydennéat luonnollisen tapaan. Kaytd simplify-komentoa tarvittaessa.

Luokittelu, Avainsanat: Maplediffint, int,Int, Mapleperusteet

mplDi003.tex
Maarita seuraavat integraalit:

/ e tdt ja / e " dt.
0 0

Vihje: Aireton: infinity. Huom: Voit kirjoittaa int(ESC), saat valikon, josta voit valita méirityn
integraalimerkin, rajojen paikalle kirjoitat sopivasti, yldrajan voit aloittaa infi(ESC), jolloin Maple
antaa taas valikon, josta voit valita co-symbolin.

Toki voit kirjoittaa “vanhan hyvin ajan tapaan” int(f,t=0..infinity).



332. mplDi004.tex
Huom! Alla jotkin kaavat html-sivulla epéselvid, suositus: avaa pdf-tiedosto (ellet
jo avannut).

Laske seuraavat integraalit. Maaraamattomien integraalien tapauksessa tarkista tu-
loksesi derivoimalla. Maaratyissa integraaleissa, joista Maple ei suoriudu voit kayttaa
numeerista integrointia. Laske joitakin esimerkkejd (kuten h-kohta) “symbolisesti”
ja sitten tulokselle numeerinen likiarvo ja toisaalta suoraan numeerisesti.

Huomaa, ettd ns. “suljettu muoto” on nykyisin epamaarainen kasite, silld useat
“perinteisesti mahdottomat” integraalit voidaan lausua Maple:n tuntemien erikois-
funktioiden (kuten erf) avulla.

Psinzdr  b) [z cosazdr

) o
¢) [ sin3zy/1 —cos3zdr  d)[Inxdx
)
)

a

e e) [22/x +ddr f) [} Vot + ldo
e g) Jo €%z h) ffoooefmzdx

Vihje: Integrointikomento on int. Lisédksi on komennon muoto Int, joka on ns. “hidas muoto”
int:std (“inert function”).

Numeerinen integrointi  saadaan  aikaan  yhdistelmdllda  evalf(Int(...)) tai
int(,...,numeric).

Muoto evalf (int (...)) yrittdad ensin symbolista, ja evaluoi tuloksen. Jos symbolinen ei onnistu,

integroi numeerisesti. Siksi saattaa olla paljon tehottomampi numeeriseen integrointiin.

Avainsanat: mapleDiffint, symbolinen integrointi, numeerinen integrointi,erf



333. mplDi005a.tex (PA, P1, tharj. 2, s. 2011)

Harjoituksessa kidytetaén Maple-ohjelmaa. Toisen harjoituksen tavoitteena on syven-
taa tietoja funktioiden kasittelysta: aiheina ovat mm. derivointi, maksimointi,
yhtéléiden ratkaiseminen (ja iterointi jos jaa aikaa). Avaa Viikkoharjoitukset-sivulla
oleva tyoarkki ja kdy lapi siind olevat esimerkit ja tehtdvit. Sen jalkeen voit siirtyé
alla oleviin tehtaviin, mikali aikaa riittaa.

1. Klikkaa hiirella Viikkoharjoitukset-sivun tiedostoa maple2.mw
(téssé
http://www.math.hut.fi/opetus/Mattie/MattieT/mplteht/mplDiffint/mplDi005aPohja
ja avaa se Maple-ohjelmalla. Kéy lapi tyoarkin tehtavéit ja siirry sen jélkeen
alla oleviin tehtaviin.

2. Putoavan kappaleen nopeus v = v(t) toteuttaa differentiaaliyhtalon mv'(t) =
mg — kv(t)?, jos positiivinen suunta on alaspiin ja ilmanvastus on verran-
nollinen nopeuden neli6on kertoimella & > 0.

a) Osoita, ettd funktio
k
ot = [ (251

toteuttaa vaaditun differentiaaliyhtalon.

b) Miké on rajanopeus lim;_,, v(t)?

Vihje: simplify-kasky ei tee sievennyksia aivan loppuun, koska se ei tiedé,
ovatko m, g,k positiivisia. Lisad kasky assume(m>0 and k>0 and g>0) ja
kokeile sievennysta sen jalkeen.

3. Kuulantyénnon tulos riippuu kuulan alkunopeudesta v, lahtokorkeudesta h ja
tyonnon suuntakulmasta x seuraavan lausekkeen mukaisesti:

v COS T (vsinx—l— \/v2sin2x+2hg)

flz) = p :

missd « € [—m/2,7/2]. Kaytetdén Sl-jarjestelmén yksikoita ja oletetaan, etta
h =2 v =14 ja g = 9.81. Maarita tyonnon optimaalinen suuntakulma ja
maksimitulos.

Kannattanee edeté seuraavien vaiheiden mukaan:

o Maarittele f funktiona; ala sijoita lukuarvoja téassa vaiheessa, niin voit tark-
istaa, etta lauseke on oikein.

» Sijoita lukuarvot h,v,g.

o Piirrd funktion f kuvaaja valilla —x/2 < x < 7/2 ja tarkista, ettd se niyttaa
jarkevalté. (Yleinen virhe: kertomerkkeja puuttuu!)

» Ratkaise maksimi kokeilemalla molempia tapoja: suoraan maximize TAI muo-
dosta yhtélo f'(x) = 0, ratkaise numeerisesti fsolve-késkylld, laske maksimi.

e Muuta saatu kulma asteiksi ja mieti, onko tulos jarkeva.

Avainsanat: mplDiffint. PeruskurssiP1. putoavan kappaleen diffvhtalo. differenti-



334. mplDi005.tex
Maple, Mathematica , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Laske integraali
2 cos &
[
o 13 —12cos2x

a) symbolisesti, b) numeerisesti. Piirrd integroitavan funktion kuvaaja. Mika itse
asiassa on integraalin arvo?

Vihje:

Mathematica:

Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla Integrate, numeerinen funktiolla

NIntegrate. Jalkimmaisessd sovelletaan suoraan jotakin numeerisen integroinnin menetelmaé, jon-
ka valintaan myo6s kayttaja voi vaikuttaa. Ks. dokumentaatiota, erityisesti Implementation Notes.

Maple:
Symbolinen integrointi tapahtuu funktiolla int, numeerinen funktiolla
int(...,type=numeric) tai evalf(Int(...)). Numeerisessa sovelletaan suoraan jotakin nu-

meerisen integroinnin menetelméé, jonka valintaan myos kdyttaja voi vaikuttaa.
Esim: evalf(Int(f, x = 0 .. 2, digits = 20, method = _Dexp))
Matlab:

Integrandi méaritelladn funktioksi (helpoimmin funktiokahvaksi “function handle”). Sitten quad-
alkuiset Matlab-funktiot.

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplDixx.tex, matlabteht/mlDiffint/mlDixx.tex
mmateht/mmaDiffint/mmaDi100

Avainsanat:

Symbolinen integrointi, numeerinen integrointi, funktiot, lausekkeet

Ratkaisu: ON (mplDi005R.mw, mplDi005R..pdf)
Viitteet:

http://math.tkk.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/m-files.html (Matlab:n
funktiokahva, function handle)



335.

336.

mplDi006.tex  (Maple, Mathematica)
Laske integraali

/\/ﬂdm

Yrita sieventédd tulosta (dldka masennu, kun ei sievene). Derivoi, sievenné ja ham-
masty!

Vihje: Funktiot int (ja Int).

Tehtédva nayttad kovin viattomalta, mutta tulos voi yllattas ja lisatd kunnioitusta Maplen kykyihin.

Samalla nikyy, ettd integroinnin ns. “suljettu muoto” on nykyohjelmissa huomattavasti laajentunut

entisajoista.

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, integrointi, erikoisfunktiot

mplDi007.tex
[Isr] s. 46

Imapallon tilavuus kasvaa nopeudella 10cm3/s. Millid nopeudella side kasvaa het-
kelld, jolloin pallon pinta-ala on 200cm??

Vihje: Periaate: V(t) = 3nr(t)%, A(t) = 4mr?. Derivoidaan: V'(t) = lauseke, jossa esiintyy
r(t) ja r'(t) (implisiittinen derivointi). Tastd saadaan yksi yhtéld, josta voidaan ratkaista ' V':n
(tunnettu) ja r:n avulla. r saadaan pinta-alachdosta.

Voit aloittaa vaikka néin:

V:=(4/3)*Pixr(t)~3; A:=4%Pixr(t)"2;
yht1:=10=diff (V,t) ;yht2:=200=A;

Huomaa, ettd diff soveltaa implisiittistd derivointia tuntemattomaan funktioon r(t).

Ratkaisu:

>V := (4/3)*Pixr(t)~3;

> A := 4xPixr(t)"2;

> yhtl := 10 = diff(V, t);

> yht2 := 200 = A;

> rl := solve(yht2, r(t));

> rl := max(rl); # Valitaan pos.

> dr := solve(yhtl, diff(r(t), t));
> subs(r(t) = ri, dr);

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, implisiittinen dervointi

Viitteet: [Isr] Robert Israel: Calculus: The Maple Way, Addison Wesley



337.

338.

339.

mplDi008.tex

Missé pisteissd Cartesiuksen lehden z3 + y* = 3xy tangentin suuntakulma jonkin
koordinaattiakselin suhteen on = 45° 7 Piirra seka kédyra ettd ko. tangentit (ainakin
joku tangentti).

Vihje: Implisiittinen derivointi ja numeerinen yhtélon ratkaisu fsolve lienevét paikallaan. Huo-

maa, ettd diff soveltaa implisiittistd derivointia tuntemattomaan funktioon y(x) (tai z(y)).

Luokittelu, avainsanat: MapleDiffint, implisiittinen derivointi, yhtdléon numeeri-
nen ratkaisu, fsolve

mplDi009.tex  (Maple, Mathematica)
1 —-cosz
Muodosta funktion f(x) = arctan 1T cost ensimmaéinen ja toinen derivaatta.
Cos T

Piirré funktion ja derivaattojen kuvaajat.

Vihje: Derivaatat ovat aluksi todella sotkuisia. Kéyta komentoa simplify siistidksesi tulostusta.
Kuvat saattavat yllattda ja johdatella pohtimaan, miksi?

Ratkaisu:

(Poista kommentit ...)

%> £ :=x -> arctan(sqrt((1-cos(x))/(1+cos(x))))
%> plot(f(x),x=-2xPi..2%xPi)

%> df = diff(f(x), x)

%> df :=simplify(df)

%> plot(df,x=-Pi..Pi)

%> d2f :=diff (df,x)

%> simplify (%)

Luokittelu, avainsanat: diff, simplify, plot,diffint1, peruskurssil

mplDi010.tex
Maarita funktion f(z) = arcsin(2z+v/1 — 22) suurin ja pienin arvo valilla [—1, 1].

Kéyta symboliohjelmissa perinteistd “diffistekniikkaa” kuvan kanssa, Matlab:ssa
raakaa “numeronmurskausta” tyyliin: linspace, plot, zoom, uusi linspace ka-
peammalla valilla, find, ...

Vihje: arcsin on Mathematicassa ArcSin, Maplessa arcsin ja Matlabissa asin.
Symbolilaskentaohjelma saattaa johtaa oikeaan tulokseen puutteellisin perustein, jos tarkkoja ol-

laan.

Ratkaisu: Tamén kohdan ratkaisulinkissd Maple-ratkaisu, Matlab-ratkaisu vastaavassa Matlab-
kohdassa (../../matlabteht/mlDiffint /mIDi010R.m ja .pdf)

Avainsanat: Diffint1,max/min, déariarvot,peruskurssil



340. mplDi011.tex

341.

Ohjelmat: Maple,Mathematica
Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrat y?> = x jax —y = 3.

Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.

Ratkaisu: mplDi011.pdf (pdf-tiedosto),

mplDi011.mw (Maple ws)

...mmateht/mmaDiffint/mmaDil07R.nb (Mma-notebook)

Luokittelu:

mplteht/mplDiffint/mplDiO11.tex, mmateht/mmaDiffint/mmaDil07.tex
Avainsanat:

Pinta-ala, integraali,diffintperusteet,peruskurssil.

mplDi012.tex

(Maple,Mathematica)

Maédrité ellipsin 922 +16y* = 144 sisién piirretyn (akselien suuntaisen) suorakulmion
maksimaalinen pinta-ala. Piirra ellipsi ja suorakulmio.

Ratkaisu: Maple: mplDiffint/mplDi012R.mw
mplDiffint /mplDi012R.pdf

Avainsanat: Diffint1, dariarvot, peruskurssil,diffintperusteet



342.

343.

mplDi013.tex
(Mathematica,Maple)

Maéarita funktion ]

J(w) = 2+ sinx

integraalifunktio ja piirrd sen kuvaaja. Onko tdmé jatkuva? Pitdisikd sen olla
jatkuva? Laske funktion integraali jakson [0,27] yli a) integroimalla analyyttises-
ti komennolla Integrate, b) integroimalla numeerisesti komennolla NIntegrate,
¢) muodostamalla ensin integraalifunktio komennolla Integrate ja sijoittamalla ra-
jat tdhdn korvausoperaattoria kiyttéien.

Vihje: Mathematica:

Komennolla Integrate lasketaan sekd integraalifunktio ettd méédrdtty integraali. Numeeriselle

integroinnille (méaardatyn integraalin laskemiseen) on komento NIntegrate. Korvausoperaattori on
ReplaceAlleli /. .

Maple: Integrointi: int, “hidastusmuoto”: Int.
Numeerinen integrointi: int (lauseke,x=a..b,numeric).

Arvon (a) sijoittaminen lausekkeen (F) muuttujaan (x): subs(x=a,F)

Ratkaisu:

> f := 1/(2+sin(x)) # (Tydarkilla matem. notaatio)

> F:=int(f,x)

> plot(F,x=0..2%Pi) # Oho, integroimisvakiot ei yhteensopivat.

> subs (x=2*Pi,F)-subs(x=0,F)

> simplify (%) # Ei voi olla, integroitava pos. koko v&lilla
> int (f,x=0..2*Pi)

> evalf (%)

> int (f,x=0..2%Pi,numeric)

mplDi014.tex

(Mathematica,Maple)

Laske kardioidin r = 1 + cos ¢ kaarenpituus. Piirrd kuvio. Miten saat kardioidin
kuvan oikeanmuotoiseksi? Tuntuuko saamasi pituus uskottavalta?

Vihje: Kaarenpituusintegraali: [ds = [ \/2/(¢)? + y'(¢)? de.



344.

345.

mplDi015.tex
Laske kaksinkertainen integraali

1 pa?
/ / 2:c\/l—i-ydydx.
0 J—z

Laske tarkka arvo seka likiarvo.
Vihje: Huom: Maplessa voit kirjoittaa integraalit, neliojuuret ym. matemaattisena notaationa.

Tassd kaksoisintegraalissa syntyy jostain syystéd oikeanndkoisen matemaattisen kaavan kanssa
vaikeaselkoinen virhe:
Error, unable to parse integral ... . Kyse on differentiaalitermin tulkintavaikeudesta.

Perusnotaatio (int (int(...))) toimii varmasti.

Ratkaisu:

> int(int(x*sqrt(l+y), y = -x"2 .. x72), x =0 .. 1)
> evalf (%)

Avainsanat: diffint2, kaksinkertainen integraali, peruskurssi2

mplDi016.tex

Osoita, ettd funktio
1

f@9.2) =

toteuttaa Laplace yhtalon f., + fy, + f.. = 0.

Vihje: Laske osittaisderivaatat diff-komennolla. Tulos ei todennédkédisesti suoraan anna nollaa,

vaan kaipaa sieventdmistad. Kéytéd tdhdn komentoa simplify.

Ratkaisu:

> f := 1/sqrt(x"2+y~2+z72)
> diff(f, x, x)+diff(f, y, y)+diff(f, z, z)
> simplify (%)

Avainsanat: diffint2, osittaisderivaatta, Laplacen yhtalo, peruskurssi2



346.

347.

mplDi017.tex

a) Osoita, ettd funktio arctan ¥ toteuttaa Laplacen osittaisdifferentiaaliyhtdlon

Pu
oz oy
(Téallaisia funktioita sanotaan harmonisiksi funktioiksi.)

b) Oletetaan, ettd funktioilla w(z,y) ja v(x,y) on jatkuvat toiset osittais-
derivaatat ja ne toteuttavat ns. Cauchy-Riemannin yhtalot:

ou B ov  Ov ou

dr  dy dr  dy
Osoita, ettd u ja v ovat harmonisia.

¢) Olkoon f(z,y) = 23y* + 2* siny + cos(zy). Laske osittaisderivaatat fizy, foye,
fyzz ja totea, ettd ne ovat samat.

Ratkaisu: mplDiffint/mplDi017R.mw ja .pdf

Avainsanat: Osittaisderivaatta, harmoniset funktiot, sekaderivaatat yhtyvét,
diffint2, peruskurssi2

mplDi018.tex

Approksimoi numeerisesti kahden desimaalin tarkkuudella polun
(t) = (cos(dnt), %), t € [0,1]

pituutta. Idea on, ettd jaat valin [0, 1] n kappaleeseen tasapituisia véleja, ja lasket
naiden vélien paatepisteita vastaavien koordinaattien etaisyydet yhteen. Nain jakoa
tihentamalld summan pitaisi lahestyé oikeaa pituutta. Muista, etta saat tarkan pitu-
uden laskemalla

YOI

Vihje:



348. mplDi019.tex
Mat-1.1410 Matematiikan peruskurssi P1, syksy 2011, Pekka Alestalo

Harjoituksessa kaytetdan Maple-ohjelmaa. Viimeisen harjoituksen tavoitteena on
tutustua integraalilaskentaan ja ratkaista siihen liittyva sovellettu tehtava. Lopuksi
tutustutaan tyoarkin esimerkkien avulla jonojen, listojen ja matriisien kéasittelyyn,
jos jaa aikaa.

Tarkista oman ryhmisi aika ja paikka. Ota mukaasi (tAmén paperin lisik-
si) Viikkoharjoitukset-sivun Maple-pikaohje. Myos aikaisempien kier-
rosten malliratkaisut kannattaa kerrata.

1. Kay lapi edellisen kerran tehtéva 3 Noppa-sivun malliratkaisun avulla, ellet
ehtinyt tehdé sita viimeksi.

2. Klikkaa hiirelld Viikkoharjoitukset-sivun tiedostoa maple3.mw (puuttuu tasta
toistaiseksi) ja avaa se ohjelmalla Maple 15. K&y lapi esimerkit ja laske annetut
integraalit.

3. Tyoarkilla on annettu katenaariin eli ketjukayraén liittyva tehtava, jossa et-
sitaan sellaisen koyden muotoa, jonka pituus on 6 ja jonka paat on kiinnitetty
pisteisiin (0, 1) ja (3,2). K&y lapi esimerkkilaskut viéardstd yrityksestéd paraa-
belin y = g(x) = Az? + Bx + C avulla ja ratkaise sitten tehtivi oikean
lausekkeen

y=f(z)= Cllcosh(a(x —b))+c

avulla. Ehdot tulevat siis muotoon f(0) =1, f(3) =2 ja

/03\/1+f’(x)2dx = 6.

Piirra lopuksi funktioiden f ja g kuvaajat samaan kuvaan ja vertaa tuloksia.

Hyo6dyllisia vihjeita:

o Kursoria ei tarvitse siirtda rivin loppuun ennen Enter-kaskyé!
o Nuolindppaimilla voi siirtya ylaindeksista pois; samoin murtolausekkeissa.

o Pikanappaimia:
Ctrl + Delete poistaa késky- tai tulosrivin
Ctrl + t siirtyy tekstitilaan
F5 siirtyy tekstitilassa kaavankirjoitustilaan ja takaisin
Ctrl 4+ k tekee uuden késkyrivin kursorin ylédpuolelle
Ctrl + j tekee uuden kaskyrivin kursorin alapuolelle
Ctrl + 1 (1 = label) liittd4 viittauksen aikaisemman tuloksen numeroon

Vihje:



349.

350.

351.

352.

mplDi020.tex
Integroi rationaalifunktiot:

T x> +4

Vo g2 ) rap

Saat kéayttad Maplea apuna, mutta komennot convert(lauseke,parfrac,x)
(puhumattakaan int :std) ovat kiellettyja muuhun kuin tarkistukseen. Katso
mallia Maple-tyoskentelyyn vaikkapa /p/edu/mat-1.414/L2000/inttekn.mws:sté.
Tehtavien ei pitaisi olla kohtuuttomia kokonaan késinkaén laskettaviksi.

** Linkki tuskin toimii, tee apu.zip **

Vihje:

Viitteita: Tadma ja seuraavat n. 10 teht. kokoelmasta ... v2-3/H /harj2.tex (** Nootti
systeemin rakentajalle(HA) **)

mplDi021.tex

Tynnyrin korkeus on h, pohjaympyrosoiden sédteet a ja keskikohdalta otetun
poikkileikkausympyrén sidde b (a < b). Laske tynnyrin tilavuus, kun sivulaudat
kaartuvat paraabelin muotoisesti.

Vihje: Sopii kidsinlaskuun ja Maple/Mathematica-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi022.tex
Laske sen alueen pinta-ala, joka on ympyran r = a sisapuolella, mutta Bernoullin
lemniskaatan r* = 2a® cos 2¢ ulkopuolella.

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi023.tex
Laske asteroidin # = a cos®t, y = asin® t koko pituus. Piirrd mielelliin sekid Maplella
(tai Mma:lla) etta Matlabilla.

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil



353.

354.

355.

356.

mplDi024.tex
Ketjukéyrdn y = acosh £, |z| < a pyorahtaessa x-akselin ympéri syntyy katenoidik-
si kutsuttu pinta. Laske sen ala ja piirrd kuva (sopivalla a:lla).

Vihje: Sopii késinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi025.tex
Maarita ne p:n arvot, joilla seuraavat integraalit suppenevat ja maérita suppenevien
integraalien arvot.

00 1
a) / z Pdx b) / z Pdx
1 0

Vihje: Sopii kisinlaskuun ja Maple/Mathematica(/Matlabkin)-harjoitteluun.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi026.tex

Selvita, suppeneeko fol In xdx. Integrointiin voit kayttaa Maplen int-komentoa. Tar-
joile ongelma Maplelle raja-arvona, johon sovellat 1imit-funktiota. Selvita tuloksen
oikeellisuus.

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil

mplDi027.tex
Eulerin I'-funktio maaritellaan kaavalla

[(x) :/ t*leTtdt, x>0
0

a) Osoita, ettéd integraali suppenee aina kun x > 0.

b) Johda osittaisintegroimalla palautuskaava I'(z):lle I'(z — 1):n avulla ja osoita sité
kédyttéen, ettd I'(n+ 1) =n!, kunn =0,1,2, ... .

¢) Tutustu Gamma-funktioon piirtamélla Maplella tai Matlabilla. Huomaa, etté
Matlabissa ei ole (ollut) muuta tapaa n!n laskemiseen kuin Gamman avulla. Pikku
tarkennus (v. 2012): No, tokihan voi laskea: prod(1:n), mutta uudemmissa ver-
sioissa on myos factorial.

Vihje: a)- ja b)-kohdat kasinlasku(péaé-paattely)tehtavia.

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil



357. mplDi028.tex (Maple,Matlab)
Selvité, miksi seuraava Matlabin komentojono antaa exp-funktion (0:ssa muodoste-
tun) Taylorin n-asteisen polynomin kertoimet.

n=10,c=1:n,c=gamma(c+1),c=1./c,c=[1,c]

Huomaa, ettd kertoimet ovat kasvavan potenssin mukaan, joten jos/kun halutaan
laskea polyval-funktiolla arvoja, on tehtava y=polyval(fliplr(c),x);

a) Piirrd exp-funktio ja sen Taylorin polynomit Ty (z,0), arvoilla k =1...10 .

b) Suorita Maple-komento

seq(eval (subs (x=0,diff (exp(x),x$k) )),k=1..5); Se antaa varmasti idean,
miten Maplen ja Matlabin yhteistyolla voi kéatevasti laskea minka tahansa funk-
tion Taylorin polynomeja z-vektorissa. Muodosta télla tavoin joidenkin funktioiden
Taylor-polynomitaulukoita ja kuvia.

¢) Muodosta ja piirréd edellisiéd suoraan Maplella .

d) Kirjoita edella olevat ideat (pieneksi, 2-3 komentoa) funktioksi taypolkert, jo-
ka yksinkertaisesti ottaa argumentikseen (Vaikkapa Maplella saatavan ) derivaat-
tajonon, jossa siis kasiteltavian funktion derivaatat on laskettu kehityskeskukses-
sa. Funktion tulee palauttaa Taylorin polynomin kerroinjono. (Laskentapiste ei
ndy Matlab-funktiossa argumenttina, se tulee mukaan jo Maple (tai kyna/paperi)-
vaiheessa.) Palauta kertoimet alenevien potenssien mukaan, siis “polyval-sopivasti”.
Alku voisi olla tallainen:

function kertoimet=taypolkert(derjono)

% Lasketaan Taylorin polynomin kertoimet. Asteluku madraytyy
yA derjonon pituudesta

% derjono: [f(x0),f’(x0),f’’(x0),...]

% pisteet, joissa lasketaan

Testaa funktiotasi ainakin samoilla kuin ennen funktion tekoa. Voi
tietysti olla, ettd haluat mieluummin kirjoittaa funktion muodossa
function y=taypol(derjono,x) . Talléin polyval on mukana ja arvot las-
ketaan siis vektorissa x. No, tee miten haluat!

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint



358.

359.

mplDi029.tex (Maple,Matlab)
Laske sopivaa Taylorin polynomia ja siihen liittyvaa virhetermié hyvaksi kayttaen
likiarvo integraalille

1 2
/ Vxer dr
0

siten, ettd virheen itseisarvo on korkeintaan 107°. Tarkoitus on laskea Taylorin kaa-
van jaannostermin avulla, kuinka korkea asteluku tarvitaan, jotta virheraja varmasti
alitetaan.

Vertaa laskemaasi approksimaatiota Maplen evalf (Int(..)); - komennon anta-
maan arvoon.

Pohdittavaksi: Onko Taylorin polynomin kéytto hyvd numeerisen integroinnin
menetelma? Missa tapauksessa on ja missa ei?

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint

mplDi030.tex (Maple,Matlab)
Muodosta lemniskaatan 7% = cos 2¢ kaaren pituuden lauseke. Voit integroida vélilla
[0, 7/4] ja kertoa tuloksen 4:1l4.

Kokeile integroida Maplella, kenties tulos on hieman yllattavé, laske numeerinen
approksimaatio evalf:lla.

Suorita with(student) : ja kokeile funktioita trapezoid ja simpson. Huomaa, etta
integroitava on singulaarinen péatepisteessa, joten nailla taytyy jattda vali hieman
vajaaksi. Paasetko lahelle oikeaa tulosta nailld valineilla. Katso myos kuvia, niin in-
tegrandista kuin integraalifunktiostakin (Niin, Maple osaa tosiaankin sellaisen muo-
dostaal)

Vihje:

Avainsanat: mapleDiffint, Mapleperusteet, peruskurssil,Taylorin  polyno-
mi,Matlabdiffint,numeerinen integrointi



360. Selitd, miksi niin saadaan exp-funktion katkaistu Taylorin sarja. Suorita sitten
Maplella tdméantyylista:

> series(exp(x), x = 0, 10); # tai taylor(...);
> p:=convert (%,polynom) ;

> c:=coeffs(p,x);

> evalf (%) ;

Selitd, mitd néissé tapahtuu. (Tutki tarvitessasi helpilld komentoja niin Matlabissa
kuin Maplessa.)

Piirré ja taulukoi tulokset.
Vihje:

mplGrafiikka

361. Tiedosto: mplG001.tex
Piirra funktion f(z) = sin(8x) + sin(9z) kuvaaja.

Vihje: Tarkastele riittdvan pitkda vélia



362. mplG002.tex

a.) Suorita plot(1/x,x=-1..1); Miten saisit kuvan niyttdmaan paremmalta?

b.) Kokeile datan piirtoa tahdn tapaan

h:=0.01: xy=seq([k*h,1/(k*h)],k=1..100);
plot ([xyl)

(Data annettu xy-pisteiden listana.)

c.) ja myos:

x:=[seq(k*h,k=1..100)]: y:=map(z->1/z,%);
plot(x,y)

(Matlab-tyylinen datan piirto (uusissa Maple-versioissa.))

d.) Kokeile nyt sitd Matlab-piirtoa vertailuksi viimeksi mainittuun:

h=0.01; x=h:h:1;
plot(x,1./x)

Vihje: a)-kohtaan:
( ?plot,options ). Etsi options-luettelosta discont=true- kohta. Kokeile myds, mita

discont (1/x,x); vastaa.

363. mplG009.tex

Kun suoritat komennon with(plots): saat kdyttoosi mm. funktiot contourplot
ja implicitplot.

Kokeile vaikkapa contourplot(x~2+y~2,x=-5..5,y=-5..5) ja
implicitplot(x~2+y~2=1,x=-1..1,y=-1..1)

Piirrd funktion f(x,y) = ylnx + xlny korkeuskéyrid pisteen (1,1) ympéristossa.
Piirré erityisesti se, joka kulkee pisteen (1, 1) kautta.

Klikkaa hiirelld kuvaa ja etsi kdyralta piste, joka on ldhelld pistetta (1,1). Seuraa
pisteen koordinaatteja tyokalunauhan vasemmasta laatikosta.



364. [Matlab,Maple,Mathematica] (Vihjeet ja ratkaisut téssa vain Matlab/Maple.)

Piirra pintakuva ja korkeuskayrapiirros funktiosta

f(z,y) =sin(3y — 2> + 1) + cos(2y* — 21).

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje:

1) Matlab

Kéyttdjan tdytyy itse muodostaa koordinaattihila ja sen pisteisséd korkeusarvomatriisi Z. Tama
hoituu "teho-operaattorilla'meshgrid, johon kannattaa panostaa muutenkin.

Korkeusarvomatriisi Z tehdéén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissé funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(z,y) = 22 —y?2, niin kirjoitet-
taisiin:

Z2=X."2 - Y.72;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myos colorbar yms.

Matlabilla korkeuskayriin contour , voit myos kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on kokeil-
la my0s korkeuskayrien valitsemistapoja, clabel.

Ald diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon ldhtékohta.

2) Maple:
Helpompaa, koska hila tehddan ohjelman toimesta. Tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa.
(Osin tosin varsin hienoa tdmaékin, ja “context sensitive”).

with(plots):
plot3d(f (x,y),x=a..b,y=c..d);
contour (f (x,y) ,x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/ml1Gxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskayrat, korkeuskayrat



365. [Matlab,Maple,Mathematica] (Vihjeet ja ratkaisut téssa vain Matlab/Maple.)

Piirra pintakuva ja korkeuskayrapiirros funktiosta

f(z,y) =sin(3y — 2> + 1) + cos(2y* — 21).

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje:

1) Matlab

Kéyttdjan tdytyy itse muodostaa koordinaattihila ja sen pisteisséd korkeusarvomatriisi Z. Tama
hoituu "teho-operaattorilla"meshgrid, johon kannattaa panostaa muutenkin.
Korkeusarvomatriisi Z tehdéén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=f (X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissé funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(z,y) = 22 —y?2, niin kirjoitet-
taisiin:

Z2=X."2 - Y.72;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myos colorbar yms.

Matlabilla korkeuskayriin contour , voit myos kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on kokeil-
la my0s korkeuskayrien valitsemistapoja, clabel.

Ald diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon ldhtékohta.

2) Maple:
Helpompaa, koska hila tehddan ohjelman toimesta. Tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa.
(Osin tosin varsin hienoa tdmaékin, ja “context sensitive”).

with(plots):
plot3d(f (x,y),x=a..b,y=c..d);
contour (f (x,y) ,x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/ml1Gxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskayrat, korkeuskayrat



366. mplGxx.tex, mlGxx.tex (uare.ex )
Matlab,Maple,Mathematica

f(z,y) =sin(3y —2® + 1) + cos(2y* — 21).

Piirré pintakuva ja korkeuskéyrapiirros.

Ota alueeksi vaikka [-2 2 -1 1] .

Vihje: Tutustu samalla Matlabin meshgrid:n toimintaan.
Korkeusarvomatriisi Z tehdéén kahden muuttujan funktiolle tdhén tapaan:

>> x=linspace(a,b,m); y=linspace(c,d,n); % m ja n luokkaa 30.
>> [X,Y]=meshgrid(x,y);
>> Z=f(X,Y);

(Kokeile periaatetta pienilld, hiukan erikokoisilla matriiseilla X,Y.)
Tissé funktion f on toimittava pisteittiisin operaatioin. Jos vaikka f(z,y) = % —y?, kirjoitettaisiin:
7Z=X."2 - Y."2;

Pintoihin mesh(x,y,Z), surf(x,y,Z), ... Kokeile myds colorbar yms.

Matlabilla korkeuskédyriin contour , voit myos kokeilla ezcontour-funktiota. Mahdollisuus on
kokeilla my6s korkeuskéayrien valitsemistapoja, clabel.

Al# diskretoi liian hienoksi. Linspacessa 100 on ihan liikaa, n. luokkaa 30 olkoon ldhtokohta.

Maple: Helpompaa, mutta tulos ei aivan niin loistava kuin Matlabissa. (Osin tosin varsin hienoa
tamékin, ja “context sensitive”).

> with(plots):
> plot3d(f(x,y),x=a..b,y=c..d);
> contour(f(x,y),x=a..b,y=c..d); # Tarkista!

Luokittelu:

mplteht/mplGrafiikka/mplGxx.tex, matlabteht/mlGrafiikka/mlGxx.tex
Avainsanat:

3D-grafiikka, pinta, pinnat, korkeuskéayrat, korkeuskayrat



mplIntegraalimuunnos

367.

368.

mplI001.tex

Laske méaritelmén perusteella seuraavien funktioiden Laplace-muunnokset ja ilmoi-
ta muunnosfunktion méarittelyalue.

Saat hyodyntad Maplea integroinneissa, mutta kirjoita kuitenkin ainakin jokunen
osittaisintegrointikaava ensin késin. Rajankaynnit tulee pédatella ilman Maplea.

a) f(t)=1%, b) f(t) =te,
c) f(t) =cosat d) f(t) =sinat
Vihje:

Luokittelu:

Avainsanat:

Ratkaisu:
Viitteet:

mplI002.tex

Laske Laplace-muunnokset (samaan tyyliin kuin edelld).
1, te(l,2 t, tel0,1]

a t — b t =

) 50 {O’ TR {O’ <

Vihje: [HAM] ss. ...

Luokittelu:

Avainsanat:

Ratkaisu:

Viitteet: [HAM] Heikki Apiola: Symbolista ja numeerista matematiikkaa Maple-
ohjelmalla, Otatieto 588, 1998.



mplKompleksi

369.

370.

371.

mplKO001.tex
Maple-ohjeita muutamaan seuraavaan tehtiavain

plot, seq, map, subs, with(plots), complexplot, plot3d

seuraavassa xploty tarkoittaa mita tahansa piirtofunktiota.

with(plots): # Ladataan lisédgrafiikkakirjasto
kuval:=xploty(...): # Kuvan tallettaminen muuttujaan.
kuva2:=xploty(...): # ... ja toinen.

display(kuval,kuva2); # Nain yhdistetdan grafiikkoja.

F:=2xx+exp(x*y); # Lausekkeen arvo muuttuu, kun x ja y muuttuvat.

# MUTTA: F(x,y) tai F(a,b) on vailla mielté!

# Jos halutaan laskea F:n arvo, kun x=a, y=b, komennetaan:
subs (x=a,y=b,F) ;

f:=(x,y)-> 2*x+exp(x*y); # Funktiomdaritys.
f(a,b) # toimii nyt.

Lisda tdhan omia ohjeitasi/poista tarpeettomial

Avainsanat: Maple-ohjeita, mapleohjeet.

mplK002.tex
Lausu De Moivren kaavaa hyodyntden cos3y ,cosde ja sinby cosp:mn ja sine:mn
avulla.

Vihje: Sopii késinlaskuksi, mutta voidaan hyodyntdéd myocs Maplea.

Avainsanat: Kompleksiluvut, De Moivre’n kaava, trigonometriset yhtalot.

mplK003.tex

Kasinlasku

Kompleksiluvulla e kertominen suorittaa kierron kulman o« verran. Téméhén on
vanha Cl-tuttu olio, tason R? lineaarikuvaus, jolla niin ollen on matriisiesitys. Johda
kiertokuvauksen matriisiesitys muodostamalla tulo w = €®z, z = x + iy = re'®

Pieni ("vapaaehtoinen") jatko-osa:

Tastd on helppo yleistééd mielivaltaisella kompleksiluvulla Re’® kertomiseen. Miten
kuvausta voi sanoin kuvailla ?

Avainsanat: Kompleksiluvut, tason kiertokuvaus.



372.

373.

mplK004.tex
Ykkosen n:nsien juurien késittelyd varten méaérittele Maple-funktio

w:=(k,n)->exp (I*2xk*Pi/n) ;
Piirra yksikkoympyré ja kaikki {/1:t joillakin n:n arvoilla.

Laadi sitten Maple-skripti, jolla voidaan laskea ja piirtda syotteena annetun mieliv-
altaisen kompleksiluvun kaikki n:nnet juuret.

> z:=2+3%I : n:=10: 7 Muuteltava sydterivi
> juuret:=seq(w(k,n),k=0..n-1);
> 7 complexplot

Huomaa, ettd e©, © € [0,27) “piirtdd” yksikkéympyrin. complexplot on juuri
reaalimuuttujan kompleksiplotti.

Kts. tarkemmin
http://www.math.hut.fi/teaching/v/2/02/H/complex6.html

Tassa pikatietoisku kompleksiluvuista:

http://www.math.hut.fi/opetus/Mattie/Mattie0/Luentomatskua/
kompleksianalyysi/kompluvut.html

Avainsanat: Kompleksiluvut, ykkosen juuret, complexplot

mplK002.tex
Lausu De Moivre'n kaavaa hyodyntaen cos3¢ ,cosde ja sindy cospm ja sinem
avulla.

Vihje: Sopii kédsinlaskuksi, mutta voidaan hy6édyntad myos Maplea.

Avainsanat: Kompleksiluvut, De Moivre'n kaava, trigonometriset yhtalot.



mplLineaarialgebra

374.

375.

mplLi001.tex
Ratkaise yhtaloryhma

Ax =b,
kun
5 -13 —-13 -2 7 —196
18 —4 30 -1 -—12 435
A=1]-23 3 7 15 7 |,b= 11
9 36 -1 14 16 111
3 28 7 14 5 195
Vihje: Matriisin
a b c
A= Lz ¢ f}

voi syottda joko vaakavektoreita péadllekkéin latomalla:
A:=<<alblc >, < dle|f >>
tai pystyvektoeita vierekkéain:

Ai=<<a,d>|<be>|<c f>>.

mplLi002.tex
Muodosta Maplessa matriisi

a 0 5
A= 1 11
—a 0 0

(a) Maérittele aliakset vihjeen mukaan.

(b) Muodosta karakteristinen polynomi suoraan mééritelméan mukaan hyddyntéaen
aliaksia Det, Id.

(c) Muodosta karakteristinen polynomi LinearAlgebra-kirjaston
CharacteristicMatrix ja Determinant-komentojen avulla.

(d) Sovella factor-komentoa polynomiin (sattuu onnistumaan), ja ratkaise puut-
tuvat juuret solve-komennolla.

e) Néappaise hiirelld matriisia A ja paina oikeaa painiketta. Valitse Eigenvalues, ja
voit kokeilla muitakin.

Vihje: Lataa kirjasto ja méérittele alias-nimet pitkille nimille:

> with(LinearAlgebra)
> alias(Det=Determinant,chmat=CharacteristicMatrix, Id=IdentityMatrix)



376.

377.

378.

mplLi003.tex
Tutustu tahan: http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/02/L/LA.html,
voit ottaa vastaavan .mMwWs:n pohjaksi. Kirjoita viitteen

http://www.math.hut.fi/teaching/v/3/00/L/G-J.html

Maple-ty6 LinaerAlgebra-tyylilla, LA.mws/html:n mallin mukaisesti. Tarkista
rivioperaatiot ref- ja rref-aliaksia kayttden. Selvitd ratkaisujen “lukuméard”
(olemassaolo ja mahd. vapaiden parametrien mééri). Tarkista lopuksi komennolla
LinearSolve.

Vihje: Maplessa on kaksi lineaarialgebrakirjastoa: vanhempi linalg ja uudempi LinearAlgebra.
Téassi tehtdvissid opetellaan uudemman kayttod (se on mm. matriisien osien késittelyn kannal-
ta selkedmpéd, selvisti Matlab-vaikutteista). Samalla opitaan/kerrataan oikeaa asiaa liittyen lin-

eaaristen yhtélosysteemien perusoppiin.

mplLi004.tex
Nyt emme enaa harjoittele rivioperaatioilla laskemista, vaan kaikissa on lupa kayttaa
ref/rref-aliasoituja funktioita.

Méérita kanta R5:n aliavaruudelle, jonka virittévit vektorit vq = (1,1,0,0,1), vo =
(0,2,0,1,—1), va = (0,-1,1,0,2), va = (1,4,1,2,1), v5 = (0,0,2,1,3).

Jos Aatu saa tulokseksi jotkin vektorit ja Ohky saa jotkin toiset (saman méiérin
sentddn toivottavasti), niin miten selvitat, kumpi on oikeassa vai kenties kumpikin?

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

mplLi005.tex

5 1 2 2 0
3 3 2 -1 —-12
Olkoon A = , ja merkitddn sarakevektoreita ag,...,as.
8 4 4 -5 12
211 0 =2

Olkoon B = [al, g, 84].

(a) Selvitéd, miksi ag ja as kuuluvat B:n sarakeavaruuteen col(B).

(b) Méérita nolla-avaruuden N(A) kanta.

(c) Olkoon T : R — R* A:n médrdama lineaarikuvaus, ts. Tx = Ax (ts. T = La).
Selvita, miksi 7" ei ole injektio eikd surjektio.

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)



379.

380.

mplLi006.tex
1 3 -1 4
Olkoon A=1(2 1 5 7
3 4 4 11

(a) Maéarita sarakeavaruuden kanta.

(b) Méérita riviavaruuden kanta.

(c) Maéarita nolla-avaruuden (ytimen) dimensio.

(d) Tarkista dimensioita koskevan peruslauseen toteutuminen.

Vihje:

with(LinearAlgebra)
alias(ref=GaussianElimination,rref=ReducedRowEchelonForm)

mplLi007.tex

(a) Olkoon A m x n-matriisi ja Ab = [Ab] liitdnnaismatriisi. Lausu (valttdmaton ja
riittava) ehto rangien r(A) ja r(Ab) avulla sille, ettd yhtélosysteemilla Az = b olisi
ratkaisu(ja) (eli on konsistentti).

(b) Osoita, ettd m x n-matriisille A pitee r(A) +n(AT) =m
Vihje: Puhdas kisinlasku.



381.

382.

mplLi008.tex

(a) Osoita, ettd monomit 1,z, 2%, ..., 2" ovat LRT R:ssd. (b) Osoita, ettd ne ovat
LRT myo0s jos méaritelyjoukkona on mika tahansa vili [a, b].

(Tietysti riittaéd tehda pelkké (b), niinhén.)

Tapoja on monia: (a)-kohdassa vektoriyhtdlo voidaan derivoida toistuvasti ja laskea
O:ssa. Tai voidaan kédyttda LRV-lemmaa ja todeta raja-arvokédytoksen perusteella,
ettd x* ei voi yhtyd alemmanasteiseen polynomiin.

(b)-kohta hoituu ainakin polynomien tekijoihinjaolla (ei haittaa, vaikka tulee kom-
pleksilukuja mukaan). Eras tapa olisi osoittaa, ettd ns. Vandermonden matriisi on
aina kaantyva (sarakkeet LRT). (Toisaalta tdma tulee sivutuotteena, jos kdytamme
jotain muuta tapaa.) Kyseessd on matriisi, joka saadaan, kun monomit 1, z,...z"
lasketaan n + 1:ssé pisteessa xy, ..., z, (Pisteet vaakasuuntaan, potenssit pystysu-
untaan.) Maplen LinearAlgebra:ssa on VandermondeMatrix .

(¢) Piirrd monomien kuvaajia vaikkapa valilla [—1, 1] ja yritd nahda kuvasta lineaari-
nen riippumattomuus. Piirrd monomeja isoilla perdakkaisilld parillisilla (tai parit-
tomilla) n:n arvoilla ja totea "melkein LRV". Téma4 ilmenee numeerisessa laskennas-
sa esim. interpolaatiopolynomin tapauksessa "héiridalttiutena’.

Vihje: Puhdas kisinlasku, paitsi c¢)-kohta.

mplLi009.tex
Matriisin N sarakkeet ovat koordinaatteja, jotka rajaavat ison N-kirjaimen.

N 0 05 05 6 6 55 55 0
0 0 642 0 8 &8 158 8

Piirra ensin tuo N.
1 0.25

0 . Taémaé on tyyppia

Sovella N:dan lineaarikuvausta, jonka matriision A =

"leikkaus", "shear". Piirré tulos.
Skaalaa sen jalkeen x-koordinaatit kertomalla luvulla 0.75 ja piirré taas.

Vapaaehtoinen lisays. Pyorittele N:aa "keskipisteen"ympari siirtamaélla keskipiste en-
sin O:oon ja kertomalla sopivalla kiertomatriisilla ja siirtdmalld lopuksi takaisin.

Vihje:  Ohje piirtoon: Nykyisin voidaan piirtdd datapisteitd (yhdysjanoineen) Matlab-
tyylisesti(kin) ndin: > plot(vi,v2);
Matriisin M rivi k : M[k,1..-1]
(Vrt. Matlab: M(k,:))
Vanhempi tapa: Piirrettavi data pisteiden listana:
> convert(Transpose(N),listlist); plot(%);



383. mplLi010.tex

(Kyné-paperitehtavi)

Tarkastellaan lammonjohtumista ohuessa metallilevyssa. Oletetaan, etta johtumista
tapahtuu vain levyn suunnassa, ja levyn reunoilla on annetut (ajan suhteen) vaki-
olampotilat. Levyn lampotilat eri pisteissa asettuvat ajan kuluessa arvoihin, jotka
ovat ajan suhteen vakioita, talloin puhutaan lampotilajakauman tasapainotilasta
("steady state"). Tehtavind on madrittdd lampotilajakauma levysséd tasapainotilan
vallitessa.

Tarkastellaan kuvan mukaista tilannetta: (Klikkaa oikealla olevaa pdf-linkkid, niin
kuva néakyy kunnolla.)

—-= 20----20---20----

I | I | I
I mm e *===40
I I I | I
10--——*-—--- mmm e *====40

I I I | I

~--=20----20----20---

Kuvassa nékyvit annetut vakioreunalampétilat (reunaehdot). Tehtavéna on laskea
ratkaisuapproksimaatiot *:11a merkityissa sisasolmupisteissa kdyttaen seuraavaa pe-
riaatetta: Lampotila levyn solmupisteessé on naapurisolmujen lampdotilojen keskiar-
vo.

Jos indeksoidaan solmupisteiden lampotilat vaakarivijarjestyksessa: Ti,...7g,
voidaan ryhtya kirjoittamaan yhtéloita tyyliin:

T, = 20T

Kirjoita koko 6 x 6- yhtélosysteemi "standardimuodossa’.
Huom: Tasapainotilaratkaisu saadaan ns. Laplacen yhtdlon V?T = 0 ratkaisuna.
Tassa esitettyyn likimaédraismenettelyyn ns. differenssimenetelmdadn

Ratkaisua pyydetdan seuraavassa tehtavassa.



384. mplLi011.tex
Ratkaise edellisen tehtévan yhtalosysteemi Maplea (tai Matlabia) kayttéden. (Téssa
Maple-ohjeet.) Muodosta sitten edellisen tehtavin kuvan mukainen 4 X 5 matriisi,
jossa on annetut reunalampotilat seka lasketut sisalampdotilat oikeilla kohdillaan.
Ota nurkkapisteiden lampdétiloiksi kahden naapurisolmun ldmpotilojen keskiarvo.
Piirré kuva, pyorittele hiirella.

Vihje: Tehtévissa riittdéd kéytelld LinearAlgebra-kirjaston funktiota LinearSolve.

Ratkaisuvektorin muokkaaminen matriisiksi onnistuu mukavasti, kun leikkaat/liimaat alla olevan
funktioméaarityksen Maple-tyoarkillasi. (Suorita leikkaus pdf-tehtévéitiedostosta.)

Reshape:=(vek,m,n)->Matrix(linalg[matrix] (m,n,convert(vek,list)));

Funktio on tehty vastaamaan Matlabin funktion reshape kaytosté siind tapauksessa, jossa vektori
muutetaan annetun kokoiseksi matriisiksi.

Lampétilamatriisin rakentelu kannattaa hoidella (Matlabinomaiseen) tyyliin:

Tsisa:=Reshape(T,2,3); # vektorissa T on ratkaisulampotilat.
Tiso:=Matrix(4,5,0);
vaaka:=<15|20[20]20130>;

pysty:=...;
Tiso[2..3,2..4] :=Tsisa;

Piirtdminen komennolla matrixplot (muista with(plots):)
matrixplot(Tiso,axes=boxed);
Pyorittele kuvaa hiirella.

Huom: Sanomattakin on selvaé, etta tehtava sopii erikoisen hyvin Matlab:lle. Téssé
pikemminkin naytetadn, ettd Maplen LinearAlgebra-tyokaluilla voidaan matkia
Matlab-tyotapaa ja paasta lahelle samaa kasittelymukavuutta.

Lisatehtava: Tee ratkaisu Matlabilla!

Palataan asiaan perusteellisemmin Matlab-tehtavien yhteydessé, jolloin kasitellaédn
lahemmin differenssimenetelmad.



385.

386.

mplLi012.tex
Olkoon B = {1, cost,...,cos®t} ja C = {1,cost,...,cos6t}.

Suorita Maple-komennot:
> cos(2#*t): Y%=expand(%);
> cos(6%*t): Y=expand(%);

Olkoon H = sp(B). Osoita, ettd B on H:n kanta. (Tamé on miltei pelkka toteamus,
sehén palautuu monomien LRT- ominaisuuteen.) Varsinainen tehtavé:

Kirjoita C:n vektorien B-koordinaattivektorit (kéayttden hyvéiksi edelld viitatun
Maple-istunnon tuloksia) ja osoita niiden avulla, ettd C on LRT ja siis H:n kan-
ta.

Vihje: Merkinnit kirjan Lay Linear Algebra mukaiset.

mplLi013.tex

Lay: Linear Algebra s. 277 teht. 17

Olkoon B = {1,cost,...,cos®t} = {xo,...,x¢} ja C = {1,cost,...,cosbt} =
{¥yo,...,¥e}, kuten edellé (teht. mplLi012).

Edellé osoitettiin, ettd myo6s C on avaruuden H =sp{xXo,...,Xe} kanta.
(a) Muodosta P = {[yO]B | [yg]B}, ja laske P~
(b) Selitd, miksi P~1:n sarakkeet ovat vektorien Xg, . . ., xg C-koordinaattivektoreita.

Kirjoita sitten trigonometrisia kaavoja, joilla cost:n potensseja voidaan lausua
moninkertaisten kulmien kosinien avulla. Esimerkkind sopivasta kaavasta olkoon:
5cos®t —6costt +5cos®t — 12 cosb t.

Tallainen esitysmuoto on mm. integroinnin kannalta erityisen hyodyllinen, kuten
varmasti tiedat.

Vihje: Merkinnét kirjan Lay Linear Algebra mukaiset.



387. Ratkaise yhtdloryhms

Ax = b,
kun
) —-13 —-13 -2 7 —196
18 -4 30 -1 —-12 435
A=|-23 3 7 15 7 |,b= 11
9 36 -1 14 16 111
3 28 7 14 5) 195
Vihje: Matriisin ~ voi  syottdd  joko  vaakavektoreja  paédllekkdin  latomalla:
A :=<<ka | bl c>,<dl el £>>
tai pystyvektoeita vierekkéin:
A:=<<a,d> | , <b | e>,<f | c>>
mplPerusteet
388. Tiedosto: mplP001.tex
Ohjelmat: Maple, [Mathematical
Sievenna lauseke
r—1

389.

Vihje: Kokeile funktiota simplify.
mplP002a.tex (PA P1 s.2011)

Fibonaccin lukujono (f,) maaritellidn alkuehdoilla fo = 0, f; = 1 ja palau-
tuskaavalla f,.0 = fu + foi1, kun n > 2. Samat luvut saadaan suoraan lausek-
keesta

fo=—72(@" = (=¢)™")

4l

arvolla ¢ = % Maarittele f,, = f(n) funktiona ja osoita, etta sekd alkuehdot etta
palautuskaava toteutuvat.

Vihje: Méarittele aluksi phi:= ... Palautuskaavan kohdalla on helpompi osoittaa
jokin lauseke nollaksi kuin verrata kahta hankalaa lauseketta.

(sqrt, simplify, expand)

Vihje: Muista funktiomééritys:
fi=n->...



390. mplP002b.tex (PA P1 5.2011)
Intialaisen matemaatikon Srinivasa Ramanujanin (1887-1920) keksimén kaavan
mukaan

1 2v2 i (1103 + 26390n) (4n)!
™ 9801 = 39647 (n!)4

Tutki (numeerisesti), monennenko osasumman avulla saadaan luvun 1/7 likiarvo 50
desimaalin tarkkuudella.
b) Méérittele sarjan yleinen termi a, = a(n) funktiona ja laske raja-arvo

An+1

g = lim .
n—oo an

Sarja suppenee siis suunnilleen samaa vauhtia kuin sellainen geometrinen sarja, jon-
ka suhdeluku on q.
(Pi, sqrt, sum, evalf(luku, desimaalien lkm), limit)

Vihje: Muista funktiomééritys:
a:=n-> ...

391. mplP002.tex (PA P1 s.2011)

1. Klikkaa hiirella (Viikkoharjoitukset-sivun) tiedostoa (maplel.mw) téssé
mplP002Pohja.mw ja avaa se ohjelmalla Maple 15. K&y lapi tyoarkin tehtavat
ja siirry sen jalkeen alla oleviin tehtaviin.

2. a) Kokeile Maplen voimia seuraavien sarjojen kohdalla:

9] 'S
> 5 2
n=1 n=1

w

S
= oan+ 1 o

3

1
n?

S|

b) Montako termié hajaantuvasta sarjasta

on otettava mukaan, jotta vastaava osasumma olisi vahintdan 1007
(sum, evalf, infinity)

Vihje:



392. Suorita Maplella :

> series(exp(x), x = 0, 10); # tai taylor(...);
> p:=convert (%,polynom) ;

> c:=coeffs(p,x);

> evalf (%) ;

Selitd, mitd néissé tapahtuu. (Tutki tarvitessasi helpilla tyyliin ?convert.)

Piirré polynomin p kuvaaja sopivalla valilla.

393. Etsi lukujen 12343243 ja 7681 suurin yhteinen tekija.

Vihje: Suurin yhteinen tekija lasketaan funktiolla igcd. Jos my6s kertoimet halutaan tietdé,

kannattaa kédyttda funktioita igcdex.

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, mplPerusteet, syt, gcd, lukuteoriaa

394. mplP006.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

1. Laske 21?3 73 ¢ neljallikymmenelld (40) numerolla.

22 311 355
77 997 113

2. Mika rationaaliluvuista approksimoi parhaiten 7:ta ?
3. Kumpi luvuista 7¢ , €™ on suurempi?
4. Jaa tekijoihin polynomi z3 — 33

Vihje:

7evalf
?factor



395. mplP007.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)
Maarittele polynomilauseke p = % — 422 + 32 + 2.
Maarita p:n juuret ja piirrd kuvaaja valilla, joka sisaltad juuret. Madritd myos
paikalliset aariarvot.

Vihje:
p:= ... (ei siis p = ... (kuten Matlabissa))
plot(p,x=a..b)
7plot

solve  yrittaa tarkkaa analyyttista ratkaisua (vaikka onnistuisi, voi olla turhan mutkikas)
fsolve numeerinen ratkaisija

Luokittelu: Maple perusteet, lausekkeet, yhtélot, nollakohdat, grafiikka

396. mplP008.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Piirrd samaan kuvaan x? ja 27 ja selvitd, kuinka monessa pisteessi ne leikkaavat.
Varmaan joudut piirtamaéan useita kuvia eri alueilta.

Suurimman juuren etsimisessé voi oikean alueen ehké l0ytdd nopeimmin tyyppiéd
seq([x74,27x] ,x=a..b); olevalla komennolla.
Tutki fsolve-komennon help-teksti ja maarité likiarvo suurimmalle juurelle.

Vihje: seq(f (x),x=a..b) toimii kokonaislukuaskelin.
Toki askel voidaan sddtda halutuksi tdhén tyyliin:

jono:=seq(a+i*h,i=0..10);

Luokittelu: Maple perusteet, jonot (seq), yhtalot, nollakohdat, grafiikka

397. mplP009.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)
Mita tekevat seuraavat Maple-komennot:

> sum(i~2,i=1..10);

> ifactor(1998); # Maple-oppaan kirjoitusvuosi
> ifactor(2012); # Aikaa on kulunut.

> solve ({x+2*y=5,x"2+y"2=10},{x,y});

> solve([x+2xy = 5, x"2+y"2 = 10], [x, yl)

Vihje: Kaksi solve-komennon muotoa liityvit tietorakenteisiin. Edellinen kasittelee joukkoina,
jalkimmainen listoina. (Joukon alkioilla ei ole maarattyd jarjestysta painvastoin kuin listassa.)

jako.



398.

399.

mplP010.tex
Muodosta funktion cos(x) sin(z) ensimméinen ja toinen derivaatta ja piirrd kunkin
kuvaaja sopivaksi katsomallasi vélilla kenties mieluiten eri koordinaatistoihin.

Vihje:
mplP011.tex (HA:n Maple-kirja ss. 48-50)

Funktiolausekkeen derivaatta muodostetaan diff-komennolla.

Maarita seuraavien funktioiden 1. ja 2. derivaatta ja sievenné tulokset simplify-
komennolla.

62% + 322 — 22+ 1, ;2111 , cos(x® + 1) , arcsin(2z + 3) , V1 + 2 | arctanz

Luokittelu, avainsanat: Mapleperusteet, Maplediffint, lauseke, symbolinen de-
rivointi, diff



400. mlP014.tex, mplP014.tex
Maple [Mathematica] , Matlab (erityisesti b)-kohta).

Tarkastellaan funktiota

sin(x)
=1 .
fla) =1+ 3
a) Maple: Maarittele f lausekkeeksi, laske fin arvo pisteessid © = —2.0 ja piirré
kuvaaja valilla [—5, 5].
Matlab:

Tee vastaava asia Matlabilla, kirjoita skripti. Huomaa, etta Matlabissa tdytyy ensin
antaa x:lle numeerinen (vektori)arvo.

b) Tee samat asiat, mutta nyt mééritteleméalla f funktioksi.

Vihje:
a)
Maple Matlab:
> fi=1-... >> x=...
> subs... >> f=...
> plot >> plot
b)
Maple Matlab
> fi=x->1-... >> f:=0(x) 1-...

Ratkaisu: Ratkaisu:

mplPerusteet/mplPO14R.mw ja .pdf
mlPerusteet/mlP014R.m ja .pdf

Luokittelu:

mplteht/mplPerusteet/mplP014.tex, matlabteht/mlPerusteet/ml1P014.tex
Avainsanat:

Mapleperusteet, funktiot, lausekkeet, Matlabperusteet



401. Laske funktion f(z) = e™*" arvoja 0.5:n vélein vélilld 0. .. 5, ja piirré taulukoiduista

arvoista kuvaaja

Vihje: Maiarittele f funktioksi tyyliin f:=x-> ...

Muodosta jono seq-funktion avulla ja ymparoi
h:=0.5: x:=[seq(k+*h) ,k=...]

Muodosta funktion arvot tyyliin y:=map(f,x)

Taulukon saat esim. array-funktiolla.

Datan voi piirtda nykyisin myos "Matlab-tyylilld": plot(x,y)
Ratkaisu:

x := [seq(.5*k, k = 0 .. 10)]
f := x—>exp(-x72)

se listasuluilla tyyliin:

y := map(f, x)
array([x, yl)
plot(x,y)
402. Laske funktion f(z) = e~ arvoja 0.5:n vilein valilli 0. .. 5, ja piirré taulukoiduista
arvoista kuvaaja
Vihje:
403. mplP017.tex [mplD019.tex]
Opiskelija ottaa lainaa 10000 euroa hetkella £ = 0 ja ryhtyy maksamaan sité takaisin
kuukauden paasta hetkelld & = 1. Kuukausikorko on 1% (huh!) ja takaisinmaksu
tapahtuu kiintein maksuerin 450 EUR /kk
Olkoon 1, k:n kuukauden kuluttua jéljelld olevan velan méaéra. Kirjoita differenssiy-
htalo yy:lle.
Muodosta taulukko ja graafinen esitys, jossa on pisteet (k,yx), ja selvitd sen pe-
rusteella, miten kauan velan maksu kestda ja miten paljon rahaa opiskelijaparka
kayttaa koko projektiin.
Luokittelu: Maple-perusteet, Differenssi- ja differentiaaliyhtalot
Vihje:
mplSarjat
404. Laske sarjan
f: (295 - 1)"?
o \3x + 1

summa. Milld arvoilla x € R sarja suppenee? Piirrda summafunktion kuvaaja.

Vihje: Summa lasketaan komennolla sum



405. (Maple ja Matlab)

Maéérita seuraavat summat:

1000 |
k=1 k=1

Vihje: Maple: Kokeile edelliseen seké sum etté add - komentoja, jailkimmaé&iseen vain sum.

Matlab: Muodosta vektori 1,2, ...1000 ja sitten vain sum. Jalkimmaisessa voit laskea muutamalla,

toinen toistaan suuremmalla arvolla. (Numeerisesti et tietenkddn voi summata direttomyyksiin.)

406. (Maple)

Maarita symboliset summat:
n n
Z k ja Z I
k=1 k=1
Vihje: Maple-funktio sum

(Symbolinen summaus on integraalifunktion méérittamista vastaava diskreetti tehtévé, usein jopa

vaikeampi.)

mplTodennikoisyyslaskenta

407. Luo funktiolla RND 30 satunnaislukua vililtd [0,1]. Kuinka moni luvuista osuu
vélille [0,0.1)? Kuinka monen pitéisi osua?

Vihje:

mplVektorianalyysi

408. Piirrd seuraavien funktioiden tasa-arvokayrét:

b) sin(x)cosh(y)

c) cos?(x) cosh(y)

Vihje: Tasa-arvokéyrié voi piirtdd kommennolla contourplot.



409.

410.

411.

Piirré avaruuskéyra

cost ., sint,
r(t) = ; 1+Tj+arctantk,

kun t € [1,T] ja T = 100. Maarita kdyrdn kaarenpituus ja tutki, onko silld raja-
arvoa, kun 7" — oo.

Vihje: Kiyrd on luontevinta kirjoittaa vektoriksi r = {Cos[t]/t,Sin[t]/t,ArcTan[t]} ja
laskea kaarenpituus integraalista [ |r/(¢)] dt.

Maérita funktion f(z,y) = 2? — y suurin arvo ympyralla 22 + y? = 1. Kéyta La-
grangen menetelméa.

Vihje: (diff, solve, f:= (x,y)->(x2+y). Jos et ehdottomasti osaa Lagrangen menetelmés,

lataa with(Student [MultivariateCalculus]) ja tutki LagrangeMultipliers-dokumentaatiota.

TV-yhti6 on (pahaa aavistamatta) palkannut matemaatikon seikkailukilpailun juon-
tajaksi. Kilpailussa tehtédvana on kiertda mahdollisimman lyhyt reitti sen kolmion
sisdlld, jonka kérjet ovat pisteissd (0,0),(2,0) ja (0,2). Lahto tapahtuu pisteesté
(1,0), ja kilpailijan tarvitsee koskettaa jokaista muuta kolmion sivua ja palata sit-
ten alkupisteeseen Méarita lyhin téllainen reitti, ja sen pituus.

Vihje: Muodosta matkan funktio f(z,y) — mieti ensin, mitd kuvaa x ja mitd y, ja sen jilkeen,
kuinka etiisyys laskettaisiin (vihje: Euklidinen etéisyys). Tamén jéilkeen etsi funktion f kriittiset
pisteet, eli osittaisderivaattojen nollakohdat, ja tutki niiden laatua. Valitse néista pisteistd minimin

tuottava, ja laske pituus.

mplYhtilot

412.

413.

Ratkaise yhtalo 226 4 423 — 1422 + 1 = 0.

Vihje: Maplen funktio solve.

Maéarita polynomin
p(z) = 2* — 42 + 420 — 1

nollakohdat ja paikalliset minimit ja maksimit. Piirra kuva.

Suorita sekd Maplella ettd Matlabilla.

Vihje: Maplella voit yrittdd 3. asteen yhtdlon ratkaisua myds symbolisesti solve-komennolla.
Numeerisesti fsolve.

Matlabilla vain numeerisesti: roots.
Polynomin derivaatta: polyder



414.

415.

416.

417.

Maple , Matlab (w#2ro)

Tarkastellaan vaestonkasvumallia

N(t) = NoeM + %(e” —1),
jossa otetaan huomioon biologisen lisdantymisen ohella myos maahanmuutto, jon-
ka oletetaan tapahtuvan vakionopeudella v yksilod vuodessa (netto). Oletetaan, et-
té tietty populaatio on alunperin 10° yksilod, 435000 yksilod muuttaa "maahan'l.
vuoden aikana ja populaatiossa on 1564000 yksilod vuoden lopulla. Maarita luku
A Kayta tatd A:n arvoa ennustamaan populaation koko toisen vuoden lopussa, kun
oletetaan maahanmuuttovauhdin séilyvan vakiona.

Vihje: Maple: fsolve, Matlab: fzero

Avainsanat: Epalineaarinen yhtélo, viestonkasvumalli, epalineaarinen yhtalo, vae-
stonkasvumalli.

Maple tai Matlab Etsi yhtélon 28 — 3627 + 5462° — 453625 + 224492 — 6728423 +
1181242% — 109584z + 40320 = 0 vélilld [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z7:n kerroin
luvuksi —36.001 ja katso, mika vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots

Maple
Maérita ellipsin 922 +16y? = 144 sisdén piirretyn (akselien suuntaisen) suorakulmion
maksimaalinen pinta-ala. Piirra ellipsi ja suorakulmio.

Matlab/Maple/Mathematica
H2T17/mIN1100/mplY100/mmaY 100

Etsi yhtalon 2® — 3627 + 5462% — 45362° + 224492* — 6728423 + 11812427 — 109584z +
40320 = 0 vélilla [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z”:n kerroin luvuksi —36.001 ja katso,
mika vaikutus silla on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots Mathematica: ...

Ratkaisu: Ratkaisutiedostossa lisdé variaatioita ja analyysid tehtévéaan.
Avainsanat: Polynomin juuret, numeriikka, hairidalttius, ill-conditioned



418.

419.

Matlab/Maple/Mathematica
H2T17/mIN1100/mplY100/mmaY 100

Etsi yhtalon 2® — 3627 + 5462°% — 453625 + 224492* — 6728423 + 1181242% — 109584z +
40320 = 0 vélilla [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z”:n kerroin luvuksi —36.001 ja katso,
miké vaikutus silld on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots Mathematica: ...

Ratkaisu: Ratkaisutiedostossa lisdéd variaatioita ja analyysid tehtévéaan.
Avainsanat: Polynomin juuret, numeriikka, hairidalttius, ill-conditioned

Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrit y?> = z ja z — y = 3.

Vihje: Mieti, kumpi on helpompaa: integrointi x- vai y-suunnassa.



