LDYS06.mw

Lineaariset differentiaaliyhtalosysteemit L9-> syksylla 2006

¥ Alustukset
|:> wi t h(Li near Al gebra):with(linalg):
| [> with(plots): with(DEtools):
Y Seosprobl, HY
_>
” N2
2 S e
C =S
!
— 2
—~ 1
= W foenlon
>
> A =<<-2/100, 2/ 100>| <2/ 100, - 2/ 100>>;
B S
e 50 50 (2.1)
o L _L .
50 50
B Eigenvectors(A);




x:=[ov[1l..-1,1],0v[1l..-1,2]];

i

X =

Y: =Cl*exp(l anmbda[ 1] *t) *x[ 1] +C2*exp(| anbda[ 2] *t) *x[ 2] ;

1
-t
Cl—C2e *°

1
-t

Cl+C2e *°

AE::subs(t:O,Y):<O,150>;AE::nap§eyaI,9@;

Ccl—-C2 0
AE = =
Ccl+C2 150
cl—-(C2 0
AE = =
Cl+C2 150

Ceet : =Li near Sol ve(<<1, 1>| <-1, 1>>, <0, 150>);

75
Ceet :=
75

Y: =subs(Cl=Ceet [ 1], C2=Ceet [ 2], Y);

1
-t
75 —75¢

1
-t
754+75¢ 2

y1l2: =eval m(Y);
1 1

. -—t
yi2: 25 75 £ 75 ¢ 25

" 75—75¢

yl:=y12[1];y2:=y1l2[2];
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yl:=75—"75¢ *

y2:=175+75¢

:Tarkistus:
> dy:=<diff(yl, t),diff(y2,t)>;

> o keap: =A. <y1, y2>+b;
oikeap :=b +
3¢

:Samoja ovat, siispa diffyhtalo toteutuu. Enté alkuehdot:
> eval (subs(t=0,y1)); eval (subs(t=0,y2));
0

150

=Kyllél vaan, siis oikein laskettu!
| Nyt piirrokset:

si ninen, y2 punainen");

> plot([yl,y2],t=0..100,color=[blue,red],title="A kakuva,

(2. 10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

yl



Aikakuva, y1 sininen, y2 punainen
150

100
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(> plot([yl,y2,t=0..100],title="Faasi kuva"):
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Faasikuva
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Seosprobleema

;> restart:

[ > wi th(Linear Al gebra):with(linalg):with(plots):
> A =<<-1/10, 1/ 10>| <3/ 40, - 1/ 5>>;

13
10 40
A=
11
10 5

> (| anbda, ov) : =Ei genvectors(A);
1

-— 1 3
4 JEEp— _

A, ovi= . 2 2
- 1 1

20

> x:=[ov[1l..-1,1],0v[1l..-1,2]];

(3.1)

(3.2)



L3
X = 2 (12 (3.3)
1 1
[> Yh: =C1* exp( | ambda] l]»*t ) *x[ 1] +C2* exp( | arrbdq[ 2] *t) *x[ 2];
1 1
-—t -—t
—%Cle ! —|—%C2e 20
Yh:= (3.4)
1, 1,
Cle * +C2¢ ®
:HY-yrite: Yksinkertaisinta on yrittda vakiovektoria y=v;
> yp: =<vl, v2>,
B vl (3.5)
yp - 2 .
> b:=<3/2, 3>;
3
b=\ 2 (3.6)
3
> map(diff,yp,t)="A yp' +b;
0 3
=A.yp + 2 (3.7)
0
3
[ > Yp: =Li near Sol ve(A, -b);
Y, 2 (3.8)
P 36 .
ERY% =Yh+Yp;
1
-—t -t
—%Cle ! +%02e )
Y= (3.9
1, 1,
Cle * +C2¢ *° +36
> AE: =subs(t =0, Y)=<25, 15>; AE: =map(eval , % ;
Lo+ ot 25]
AE:=| 2 2 =
CI+C2+36 15
/2 1N\



La+dorn

AE:=| 2 2 P
Cl+C2+36 15
[> Ceet : =Li near Sol ve(<<1, - 25| <3/ 2, 1>>, <25- 42, 15- 36>) ;
29
8
Ceet .=
_55
4
> Y. =subs(Cl=Ceet [ 1], C2=Ceet[2], Y):
[ 1 1
29 3" 165 "2
16 e 2 e +42
Y:=
L, L,
29 47 55 20
2 e 4 e + 36
> y12: =eval mY);
1 1 1 1
-—t -t -—t o=t
yl2:= —%e : ——125 e ¥ +4 2e ! 2 o 2

_> yl:=y12[1];y2:=yl2[2];

1 1
o= 29 "% 165 "0

_16 e — 2 e +42
1l‘ —ll‘
_29 47 _ 5 2
y2: 2 e 4 e + 36

:Tarkistus:
> dy:=<diff(yl t),diff(y2,t)>

1 1]
29 a4’ 33 !
60 ¢ T
dy = 1
29 311
2 T
[> o keap: =A. <y1, y2>+b;
1 1
29 %', 33
64 + 32
oikeap := 1 |
29 3,11 !
2 Te

2 —Te + 36

(3. 10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3. 14)

(3. 15)

(3.16)



| Samoja ovat, siispa diffyhtald toteutuu. Enté alkuehdot:
> eval (subs(t=0,y1)); eval (subs(t=0,y2));
313
16

207

o (3.17)

_Kylla vaan, siis oikein laskettu!
Nyt piirrokset:

> plot([yl,y2],t=0..100,color=[blue,red],title="Ai kakuva, yl
si ninen, y2 punai nen");

Aikakuva, y1 sininen, y2 punainen

40

35
30+
251

20
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| :> plot([yl,y2,t=0..100],title="Faasi kuva");

Y 2x2-systeemejd, faasitasoja

|:> restart:

> w th(Li nearAl gebra):wth(linalg):with(plots):

Katsotaan ensin, mik& on "aikatason" ja faasitason suhde ja mik&a on vastaava Maple-syntaksi.
Merkitédn havainnollisuuden vuoksi faasitason pisteita (x(t) , y(t)).

Diffyhtalon y" + y = 0 ratkaisukannan muodostavat y1=sin(t) ja y2=cos(t). (Mieluummin




merkittoisiin toisinpain, mutta ...) Muunnetaan systeemiksi:
yl=y, y2=y' =yl siis:

yl'=y2
y2=-yl

Taman systeemin ratkaisuksi ndhdaan heti: yl=sin(t), y2=cos(t) (siksi ...)
Matriisimuodossa Y'=A.Y, missa

> A =<<0] 1>, <- 1] 0>>;

01

-1 0

(4. 1)

Olk. .
> x:=sin(t): y:=cos(t):
> plot([x,y],t=0..2*Pi,title="Ai kakuva", col or=[ bl ue, red]);
Aikakuva
1-

0.5

N

-0.51

> faasi: =plot ([x,y,t=0..2*Pi],title="Faasi kuva"):display(faasi);




Faasikuva

0.5 A

[ Suuntakentta.
Lasketaan ja piirretdan koordinaattiyksikkdpisteisiin trajektorin tangentin suuntanuolet (kasvavan t:n
| suuntaan)..

> pi steet:=<<0, 1>| <1, 0>] <0, -1>| <-1, 0>>;

_ 01 0 -1 (4.2)
isteet = .
P 10 -1 0
(> suunnat : =A. pi st eet;
1 0 -10
suunnat == (4.3)
0 -1 01

> di spl ay(faasi,seq(arrowm pisteet[1..2,i],0.2*suunnat[1..2,i],
shape=arrow),i=1..4));

10



Faasikuva

0.5 A

¥ Esim. 1 (KRE s. 163)

> A =<<-3,1>| <1, -3>>;

-3 1
A=
1 -3
[ > (I anbda, ov) : =Ei genvectors(A);
-2 1 -1
A, ov = ,
-4 1 1

> x1:=ov[1l..-1,1]; x2:=ov[1l..-1,2];
1
1

xl =

| > restart: with(LinearAlgebra): with(linalg):

|

with(plots):

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)
11



(4.1.3)

> v: =Cl*exp(l anbda[ 1] *t) *x1+C2*exp(| anbda[ 2] *t) *x2;

Cle ' —C2e™
Y= (4.1. 4)

Cle?' +C2e

(> Cl:=1: C2:=.5 plot([Y[1],Y[2]],t=0..2,title=
"Rat kai sufunktiot yl(t)ja y2(t) aikakuvassa", color=[red,
bl ue]);

Ratkaisufunktiot y1(t)ja y2(t) aikakuvassa

1.4
1.2
1.0 |
0.81
0.6 1
0.4 1

0.2 1

[ Faasikuvan piirtamista ajatellen kannattaa katsoa taas ominaisvektorikantaa, Seka kasin, etta
| Maplella on helpompaa, jos otetaan kayraparametriksi

> s=exp(-2*t);
s=e 2! (4.1.5)

> Ccl:='Cl': = Q2
> Ys: =Cl* s 2*x1+C2*s* x2;

(A4 1 R\



Cls—(C2s
YS:: (4 1 6)

C]S2+C2S

> YY: =eval m(Ys);

YYI:[C]S2—C2S C1s2+C2s] (4.1.7)

Cl: =arvol: C2:=arvo2: 'plot' ([YY[1],YY[2],s=a..b]); # Huomaa
param piirron syntaksi!

plot( [arvol $— arvo2 s, arvol s> + arvo?2 s,s=a.b]) (4.1.8)
Cl:=-2: C2:=1: plot([YY[1],YY[2],s=0..1]); kuval: =%

-0.2 1

-0.4 1

-0.6

-0.8 1

;> Cl:=2: C2:=-1: kuvaz2:=plot([YY[1],YY[2],s=0..1]):
> di spl ay(kuval, kuva?) ;

13



0.5

-0.5

;> Cl.="Cl': Cc:="C":
> parvi:=seq(seq([VYY[1],YY][2],s=0..1],C2=-2..2),Cl=-2..2);
parvi == [—2S2+2S, —252—2s,s=0..1], [—2s2+s, —2sz—s,s=O..1], [—2S2, (4.1.9)

—2s2,s=0..1], [—2s2—s, —2s2+s,s=0..1], [—2S2—2S, —2s2+2s,s=0
..1], [—S2+2S, —s2—2s,s=0..1], [—s2+s, —Sz—S,SZO..l], [—Sz, —SZ,S:O
..1], [—sz—s, —S2+S,S:0..1], [—s2—2s, —S2+2S,S:O..1], [25, -25,5=0
WA, s, -s,5=0..1],[0,0,s=0..1],[-s,55s=0..1],[-2s,2s,5=0..1], [32
+2s,s2—2s,s=O..l], [S2+S,S2—S,S:O..1], [Sz,Sz,SZO..l], [sz—s,s2
+s,s=0..1], [s2—2s,s2+2s,s=0..1], [2S2+2S,2S2—2S,S:0..1], [252
+525 —s55=0.1][25525%5=0.1], [25 =525 +s55=0.1], [25
—2525+255=0.1]

> plot ([parvi]);

14



> di splay(% arrow([ x1,

X2]));

15



> kuva: =%
> w t h( DEt ool s) :

> DEpl ot ([D(y1) (t)=-3*yl(t)+y2(t), X(y2)(t)=yl(t)-3*y2(t)],
[yl(t),y2(t)],t=-5..2,yl=-4..4,y2=-4..4,col or=grey);

16



2o 4

> di splay(kuva, % title="Trajektoreita ja suuntakentta");

17



\ 4

Trajektoreita ja suuntakentta

2x2-faasitasotyypit

KRE:ssa on perusesimerkkeja ss. 164 - 168.
Kaydaan tassa EN:n sivujen mukaan ja kaytetdan EN-nimityksia
[EN]: Eirola-Nevanlinna: Diff. yht. sys. L3-luentoja

V¥V Esim. 2.2 Lahde, ominaisarvot >0

| > restart: with(LinearAl gebra): with(linalg): with(plots):
> A =<<1, 0>] <1, 2>>;

! (5.1.1)
02 T
[ > (1 anbda, ov) : =Ei genvectors(A);
’ 2 11 (5.1.2)
ov = R N
1 10

[ > vl:=ov[1l..-1,1]; v2:=ov[1l..-1,2];

18



N
vl =
1
2 1] (5.1.3)
v2 = 1.
0

;> C="Cl': C="C2":
> y:=t->Cl*exp(l anmbda[ 1] *t) *v1+C2*exp(| anbda[ 2] *t) *v2;
At

At

y=t—>Cle' vi+C2e? v2 (5. 1. 4)
> Vo=y(t);
cle?'+c2é
Y= (5.1.5)
Clée!

(> Cl:=1: C2:=.5 plot([Y[1],Y[2]],t=0..2,title=
"Rat kai sufunktiot yl(t)ja y2(t) aikakuvassa", color=[red,
bl ue]);

Ratkaisufunktiot y1(t)ja y2(t) aikakuvassa
50
40
30
201

10 1

S
e
(9}
—_
(9}
o

[>Ccl:=Cl': =2
19



> Ys: =map(eval , subs(t=log(s),y(t)));
Cls+C2s
Ys = (5.1.6)
Cls
[ > YY: =eval n(Ys);
= cidrcrs o | (5.1.7)

> parvi:=seq(seq([YY[1],YY[2],s=0..4],C=-2..2),Cl=-2..2):
> plot([parvi]);
30 1

20

10

-40 -30 -20 -10 _Z/9 10 20 30 40

_ZO,

-30

> display(%arrow([vl,v2]),views[-5..5,-5..5]):

20



> kuva: =%
> w t h( DEt ool s) :

> DEpl ot ([D(y1) (t)=y1l(t)+y2(t), D(y2)(t)=2*y2(t)],
[yl(t),y2(t)],t=-5..2,y1l=-5..5,y2=-5..5, col or=grey);

21



vl

>
di
S
pl a
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uva
b %
tit
| e=
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de
.l a
nb
da
[1]
>
0
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[ 2]
>
Oll
)




\ 4

Lahde,lambda[1] > 0, lambda[2] > 0

A

Esim. 2.3, Nielu, ominaisarvot <0

Periaatteessa samanlainen kuin lahde edella, mutta nyt ominaisarvot negatiiviset. Trajektirit
virtaavat origoon

> A =<<-2,-1>|<-1, - 2>>;

A=

2l 5.2.1
o (5.2.1)

[ > (I anbda, ov) : =Ei genvectors(A);

-1 -1 1 (5.2.2)
30 11 T

[ > vl:=ov[1l..-1,1]; v2:=ov[1l..-1,2];

-1
1

A, ov =

vl ==

(5.2.3)

23



]
(5.2.3)

;> Cl.="Cl': C2:="C2":

> y:=t->Cl*exp(l anbda[ 1] *t) *v1+C2*exp(| anbda[ 2] *t) *v2;
At At
y=t—>Cle' vi+C2e? v2 (5. 2. 4)

> subs(t=log(s),y(t)): Ys:=eval (%; # Siirrytdan |logaritm seen
paranmetriin. Tama ei ole valttamatonta, nutta hel pottaa
erit. kasin piirtoa, nyds Maple-piirrossa skaal a pysyy

par enm n hanskassa.

e
s S
Ys = (5.2.5)
Cl c2
T
s s
;> # 0 <s <1, kunt > 0.
| Lasketaan koordinaattimuodossa:
> YY: =eval n( Ys);
YYi=| —0re™ 40270 0f ) 4 0270 (5.2.6)

:> parvi :=seq(seq([YY[1],YY[2],s=0..4],C=-2..2),Cl=-2..2):
> plot([parvi]);

24



6.x10°

4.x10°

2.%x 10 1

-6.x10% -4.x10° -2.x10° 2.x10° 4.x10° 6.x10°

£2.%x 10 1
-4.% 107 1

-6.%10° 1

> di spl ay(% arrow([v1,v2]),views[-5..5,-5..5]):

25



> kuva: =%

> w t h( DEt ool s) :

> di spl ay(kuva, DEpl ot ([ D(y1) (t)=-2*y1(t)-y2(t),D(y2)(t)=-yl(t)
-2*y2(t)],
[y1(t),y2(t)],t=-5..2,y1l=-5..5,y2=-5..5,color=grey),title=
"Nielu");

26



Nielu

B jNieIu on vahvasti stabiili. Kaikki trajektorit lahestyvat O:a, kun t -> infinity .

Esim 2.4 Satula, reaaliset, erimerkk.
> A =<<2,-4>|<-1, - 1>>;

2 -1\
(5.3.1)

B (I anbda, ov) : =Ei genvectors(A);

1
— -1
4 (5.3.2)
1

1

-2
3

A, ov =

2

>vl:=ov[1l..-1,1]; v2:=ov[1l..-1,2];

/- N N\



;> Cl.="Cl': C2:="C2":

> Y: =Cl*exp(| anbda[ 1] *t) *v1+C2*exp(| anbda[ 2] *t) *v2;

Locre? e
Y= 4
Cle*'+C2¢"
> subs(t=log(s),Y); Ys:=eval (%;
L C—ZI —~C25
4 S
C—2] +C25
S
Loy
4 @
Ys = 1
= +C25
S
;> # 0<s <1 kunt >0
> YY: =eval mn(Ys);
W;-%U&mm—QQM)G€MM+Q§M)

:> parvi:=seq(seq([YY[1],YY[2],s=0..4],C2=-2..2),Cl=-2..

> plot([parvi]);

3¢

(5. 3.3)

(5.3.4)

(5. 3. 5)

(5. 3. 6)

28



4, % 10°

3.%x 10°

2.%x10°

1.x 10°

-1.x10° -5.x10° | 5.x10° 1.x 10°

-2.% 1001
-3.x 100 1

-4, % 10° 1

> di spl ay(% arrow([v1,v2]),views[-5..5,-5..5]):




TN

> kuva: =%

> w t h( DEt ool s) :

> di spl ay(kuva, DEpl ot ([ D(y1) (t)=2*y1(t)-y2(t),D(y2)(t)=-4*y1l
(t)-y2(t)],
[yl(t),y2(t)],t=-5..2,y1=-5..5,y2=-5..5,color=grey),title=
"Satul a");

30



_Epastabiili. Osa trajektoreista --> infinity, lahdettinpa miten 1ahelta O:a tahansa (erit. posit.

ominaisarvoa vastaavan
| ominaisvektorin pisteista).

Esim. 2.5, epastabiili fokus , kompleksiset, Re(lambda) > 0
> A =<<9, 16>| <- 8, - 7>>;

4 _| oo -8 (5.4.1)
Sl 16 -7 Y
> (1 anbda, ov) : =Ei genvect ors(A) ;
1, 1.1 1
1481 | =+=1 ———1
A, ov = 2 2 2 2 (5.4.2)
1-81 . |

[ > vl:=ov[1l..-1,1]; v2:=ov[1l..-1,2];

11
— 41
_| 272

vl ==

1

31



1
2 (5. 4. 3)

> Ccl:='Cl': = Q@2
> Y. =Cl*exp(l anbda[ 1] *t) *v1+C2*exp(| anbda[ 2] *t) *v2;

(L+LI)Cle(1+81)z+(i_LI)CZe(l—gl)t
y=| L2 "2 2 2

(5.4.4)
C1 T8N o) (1 —8D1
> al pha: =Re(1 anbda[ 1] ) ;
o:=1 (5.4.5)
(> beta: =In(| ambda[ 1] ) :
B:=8 (5.4.6)
> u: =map(Re, vl); v:=map(Ilmvl); _
1
S )
1
1 .
vi=| 2 (5.4.7)
0
> uv: =<u| v>;
1 1
w=| 2 2 (5.4.8)
I 0
> C =<<cos(beta*t), -sin(beta*t)>| <sin(beta*t), cos(beta*t)>>;
cos(8¢) sin(8¢
= . (87 (80 (5.4.9)
-sin(8 ¢) cos(8 ?)
[> v: =exp(al pha*t)*(uv. C. <C1, C2>): # Sulut laitettava nain,
Mapl e ei taysin hallitse kertol askujen liitannaisyytta.
¢ ((L cos(8¢) — 1 sin(8t)) Cl + (L sin(8¢) + 1 cos(8t)) CZ)
Vo= 2 2 2 2 (5. 4.10)

¢! (cos(8¢) CI +sin(81) C2)

=> YY: =eval m(Y);

YY = [et((% cos(81¢) — % sin(8 t)) Cl + (% sin(8 ¢) + % cos(8 t)) CZJ, (5.4.11)

32



' (cos(8¢) CI +sin(8¢) C2)

;> parvi:=seq(seq([YY[1],YY[2],t=0..2],C2=-2..2),Cl=-2..2):
> plot([parvi]);

=> di splay(%arrow([u,v]),views[-5..5,-5..5]);
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—_ >~ 0
O 5 = —0
X N C

e

e — — I o
T C QO —
- -







cl (eSt+te3I) +c2te!
yi= (5.5.4)
—clte3t+c2(e3t—te3t)
> y:=Matri x(E).<Cl, C2>;
(@'+1") 1+ C2
yi= (5.5.5)
te'cl+ (=) 2

[> YY: =eval m'Y) ;

YY:= [et((% cos(81¢) — % sin(8 t)) Cl + (% sin(8¢) + % cos(8 t)) CZ), (5.5.6)

e (cos(8¢) CI +sin(8 1) CZ)}

[> parvi:=seq(seq([YY[1],YY[2],t=-2..2],C2=-2..2), Cl=-2..2):

> di splay(plot([parvi]),arrom<-1,1>),views[-5..5,-5..5],
title="",thickness=1,tickmarks=[3, 3], |abel s=["y1l","y2"],
axes=box);
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