Aalto-yliopisto, Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos

-

mlNonlinequ, Epalineaariset yhtalot

1.

Historiallisesti mielenkiintoinen yhtalo on

3 —2x—5=0,

jota Wallis-niminen matemaatikko késitteli, kun han ensi kertaa esitteli Newtonin menetelmaé
Ranskan akatemialle. [Lahde: Moler NCM]

1. Piirra kuvaaja saadaksesi alkuarvon Newtonin menetelmélle reaalijuurta varten.

2. Maarita reaalijuuri omanewton:lla Neuvo: Polynomifunktion voit maaritella tdhan ta-
paan, kun p on kerroinvektori:

pf=@(x) polyval(p,x)

Derivaatan saat polyder- (tai omapolyder)-funktiolla.

3. Yrita loytaa kompleksijuuri antamalla kompleksisia alkuarvoja. (Jos 16ydét yhden, niin
toinen on sen liittoluku.)

4. Méarité juuret roots-funktion avulla.

Vihje:
Ratkaisu:M1N101ratk.m|[Tulee]
2. Maarita funktion

X

— 12(z — 1) si
f(z) (= D)sin o1

r € [—4,4]

kaikki nollakohdat (33 kpl).
3.
INCM 4.15, p. 138]

Keplerin malli:

M =F —esin, F



1. Ratkaise fzero:lla

2. Sarjakehitelmaé:
Jm(me) sin(mM)

3=

Vihje:

Ratkaisu:M1N102ratk.m|[Tulee]
4.

INCM 4.15, p. 138]

Vesiputken syvyys, jotta ei jaady.

Vihje:

Ratkaisu:M1Nlxxratk.m|[Tulee]

5. Vilinpuolitusmenetelmé on erds tapa loytaéd funktion nollakohta. Bolzanon lauseen no-
jalla, jos jatkuvalla funktiolla on jonkin suljetun vélin [a, b] paétepisteissé erimerkkiset arvot,
silld on vahintaén yksi nollakohta talla valilla. Valinpuolitusmenetelma toimii seuraavasti:

Laske vélin [a, b] keskikohta m = 25¢.

o Laske f(m). Jos f(m) = 0, ollaan 16ydetty nollakohta ja lopetetaan algoritmi.

« Jos f(m)m merkki on sama kuin f(a):n, voidaan tutkittavan vélin vasenta péaitepistetta
siirtdd kohtaan m, eli a < m, ja palataan algoritmin kohtaan 1.

e Jos f(m):n merkki on sama kuin f(b):m, voidaan tutkittavan vélin oikeaa péitepistetta
siirtda kohtaan m, eli b <— m, ja siirrytdan algoritmin kohtaan 1.
Tété ideaa noudattaen, laske funktion f(z) = e@)e7"gin(2?) — 5 valilla [0, 1] sijaitseva
nollakohta.

Vihje: Numeerisessa tapauksessa absoluuttisen nollan l6ytdminen on ldhes mahdotonta — sinun tulee maarittaa
jokin hyvaksyttavé toleranssi. Funktion arvojen samanmerkkisyytta voidaan tutkia laskemalla ndiden tulo: jos

kahden luvun tulo on positiivinen, ovat ne samanmerkkisié.

6. Sekanttimenetelmi on toinen funktion nollakohtien loytamiseen kiytettiva menetelma.
Sekantti on suora joka leikkaa annettua kayrad kahdessa pisteessd. Sekanttimenetelméan idea
on approksimoida annettua funktiota f valilld [a,b] pisteiden f(a) ja f(b) vilille piirretylla
suoralla. Tamén suoran, ja x-akselin vélinen leikkauspiste otetaan vélin uudeksi pédatepisteeksi.
[teraatiokaavaksi saadaan nain

Tp — Tp-

f(xn) - f(xn—l)

Sekanttimenetelmé suppenee yleensé, mutta ei aina, nopeammin kuin vélinpuolitusmenetelmaé.

Tp+1 = Tn — f(xn>



Sekanttimenetelmaa kayttien laske funktion

1

9(w) = cos(5 V)’ Vi

valilla [0, 5] sijaitseva nollakohta.

Vihje: Tille funktiolle ja tdlle menetelmélle on mahdollista 16ytda alkuarvo, jolla menetelmé ei toimi: kokeile

siis useaa arvausta.

7. Matlab/Maple/Mathematica
H2T17/mIN1100/mplY100/mmaY 100

Etsi yhtdlon 28 — 3627 + 5462 — 45362° + 224492* — 6728423 + 11812422 — 1095842 + 40320 = 0
vililla [5.5,6.5] oleva juuri. Muuta z":n kerroin luvuksi —36.001 ja katso, mika vaikutus silld
on juureen.

Vihje: Maple: fsolve
Matlab: roots Mathematica: ...

Ratkaisu: Ratkaisutiedostossa lisdé variaatioita ja analyysid tehtavéaan.
Avainsanat: Polynomin juuret, numeriikka, hairidalttius, ill-conditioned

8. Ratkaise yhtiloryhma

wixy — 2 =0
sin(z;) —1 =0
r2—3 =0

kayttdaen Newtonin menetelméa. Tutki suppenemista eri alkuarvoilla.

Vihje: Tehtdvissa tarvittava Jacobin matriisi kannattaa (ehka) tehdé spesifind funktiona.

9. Maple,Matlab,[Mathematica] (s2rs)

Newtonin menetelmén askel voidaan maéritelld vahéeleisesti Maplelle. Méaritelladn iterointi-
funktio:

>N := x > evalf(x - £(x)/D(f)(x));

Iterointi tapahtuu joko for-silmukalla tai iterointioperaattorilla Ne@k. (For silmukka lienee te-
hokkaampi, kun halutaan muodostaa koko iterointijono.) Ratkaise seuraavat yhtdlét Newtonin
menetelmalld. Sopivat alkuarvot vaikkapa kuvan avulla.

a) rcosr=sinz+1, 0<z <27
b) 22 +sin r =8

Vihje: Matlab-tehtdvéissd on antoisinta tehdd Maple-Matlab-tyonjako: Muodostetaan ensin iteraatiokaava
Maplella symbolisessa muodossa (jatetdén yllda N-kaavasta evalf pois) ja siirretdén kaava Matlabiin (1print,
Matlabissa vectorize lisda pisteet.

Kaikkein kétevinté lienee kayttdd Symbolic Toolboxia symboliseen derivointiin, jos se on kéytettavissé.



Avainsanat: Epélineaarinen yhtalo, Newtonin menetelma, iteraatio
10. Maple , Matlab (u21o)

Tarkastellaan vaestonkasvumallia

v
A
jossa otetaan huomioon biologisen lisdéantymisen ohella myos maahanmuutto, jonka oletetaan
tapahtuvan vakionopeudella v yksil6d vuodessa (netto). Oletetaan, ettéd tietty populaatio on
alunperin 10° yksiloa, 435000 yksilod muuttaa "maahan'l. vuoden aikana ja populaatiossa on
1564000 yksiloa vuoden lopulla. Méarita luku A Kéayta tdata A:n arvoa ennustamaan populaation
koko toisen vuoden lopussa, kun oletetaan maahanmuuttovauhdin sailyvan vakiona.

N(t) = NoeM + (M — 1),

Vihje: Maple: £solve, Matlab: fzero

Avainsanat: Epélineaarinen yhtélo, viestonkasvumalli, epalineaarinen yhtalo, vaestonkasvu-
malli.

11. Newtonin menetelma lienee kaikista funktion juuren etsimiseen kiytetyistd menetelmista
kuuluisin. Toisin kuin aikaisemmin esittelemamme menetelmat, se ei edellyta tietoa juuren
sijainnista, mutta toisaalta se ei aina valttdméatta suppene kohti juurta.

Newtonin iteraatioilla tarkasteltavilta funktioilta odotetaan jatkuvuutta ja derivoituvuutta.
Newtonin iteraatiokaava on

Tn41 Tn f,(xn) .
Kéyttéden aikaisemmin kirjoittamaasi numeerista derivointikaavaa, ja etsi funktion f(z) =
ein(@?) g’ sin(z?) — % nollakohtia kayttaen Newtonin menetelmaéd. Kayta alkuarvoina aina-
kin arvoja 0.5,12.2 ja 2.2. Kuten huomataan, alkuarvoilla on todella dramaattinen vaikutus

sithen, kuinka ja minne menetelméa suppenee.

Kokeile sitten ratkaista funktion g(x) = 2* —2x+2 nollakohta Newtonin menetelmalld kéiyttien
alkuarvauksena xo = 1. Mitd tapahtuu? (vinkki: Ctrl + C lopettaa ikuisen luupin.)

Viimeisend kokeile ratkaista funktion h(x) = 1—2? nollakohta Newtonin menetelmélld kéyttaen
alkuarvauksena xy = 0. Mita tapahtuu?

Vihje: Numeerisissa tapauksissa etsitddn nollakohtaa jollain sopivalla toleranssilla. Derivaattana kannattaa
kayttdd madritelméan sijasta 3-pisteen sdantoa:

R (LT E (2]

kun A on pieni.

12. Kun z =z + iy ja —2 < x,y < 2, eksponenttifunktion z — exp(z) kuvaajan voi piirtaa
seuraavasti:

t =-2:0.2:2;

[x y] = meshgrid(t,t);
z = X+ix*y;

r = exp(z)
mesh(real(r));



Imaginaériosan saa piirrettya komennolla mesh(imag(r)). Tee vastaavat graafit seuraavista
kuvauksista edellamainitulla valilla.

1.z~ log(z)
2. 2+ 22
3.z 2+41/z
Vihje:
13. Maiiritellddn .
Sp(z) = Tt

Néyta ettd jokaiselle kiinnitettylle arvolle x luku S,,(x) lahestyy nollaa, kun n — oo, ja etsi
Sp(x)m dériarvot x:n suhteen. Piirrd funktio S, (x) valilld [—2,2] kun n = 2,4, 6, 8, 10.

Vihje: Ohjelman suorituksen voi keskeyttdd kesken skriptin komennolla pause. Vilin voi maééritelld joko

vektorinotaatiolla -2:0.02:2 tai komennolla 1inspace(-2,2,100).



