Aalto-yliopisto, Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos




mlLinis — Matlab-tehtivia lineaarialgebrasta

1. mlLi001.tex
Ohjetiedosto, poimi mukaan tehtaviapaperiin tarpeen mukaan.

Matlab-ohjeita

« Komennon suorittama tulos tulee ruudulle ENTER-painalluksen jélkeen (ku-
vat erilliseen ikkunaan). Jos haluat estéé tulostuksen, paéaté komento puolipis-
teeseen. Jos myohemmin haluat katsoa muuttujan sisallon, kirjoita sen nimi
(ilman puolipistettd). Jos muuttuja on suuri matriisi, kannattaa ensin katsoa
sen koko size(A) tai sen jotain osaa, esim. A(1:10,1:10)

o Edellisen komennon tulos on muuttujassa ans. Yleenséa on suositeltavaa antaa
tulokselle oma nimi tyyliin nimi= ...

o format long : Tulostetaan enemmén numeroita (n. 16). Laskutarkkuuteen
tamaé ei vaikuta.
format rational laskee rationaaliluvuilla.
format short: Paluu oletustulostukseen.

o Matriisin A transpoosi: A’

o Kokonaislukuvektori: Esim 1:10 tai 1:2:20. Myos linspace. Pystyvektoriksi
transponoimalla.

A(i,j) A:n alkio (i.j).

A(2,:) Am 2. rivi

A(:,3) Am 3. sarake

A(1:4,1:4) osamatriisi

Matriisin osaa voi paivittad, vaikkapa:
A(1:4,1:4)=ones(4,4) tai
A(2,:)=A(2,:)-2%A(:,1) (Gaussin rivioperaatio).

o Matriisien liittdminen: Jos A:lla ja B:lla on yhtd monta rivid, ne voidaan liittaa
perdkkéin: [A b] (tai [A, Dbl)
Jos yhtéd monta saraketta, niin allekkain: [A;B]

o Laskutoimitukset tarkoittavat matriisilaskua. Siis esim.
A%B, A”p

 Vektorien ja matriisien (samankokoisten) pisteittéinen eli alkioittainen lasken-
ta tapahtuu lisadmalla eteen piste. Esim:

u=[1 2 3], v=[-2 -2 -2], u.x*v.
Toinen operandi voi olla skalaari.

Siten esim. vektorin u kaikki komponentit voidaan korottaa toiseen komennolla
u."2

Avainsanat:
Ohjetiedosto, Harjoitusohjeita, Lineaarialgebra, Matlabperusteet,



2. mlLi002.tex

Olkoon
5 —-13 —-13 -2 7
18 -4 30 -1 -12
A=|-23 3 7T 15 7
9 36 -1 14 16
3 28 7T 14 5
ja
—196
435
b=| 11
111
195

Ratkaise yhtélosysteemi Az = b ja tarkista tulos matriisikertolaskulla.

Avainsanat:
Lineaarinen yhtaloryhma, Matlabperusteet, Matlabalkeet,perusmatriisilaskenta



3. mlLi003.tex [myds Maple, Mathematical

a) Ratkaise lineaarinen yhtéloryhmé ja tarkista tulos kertolaskulla.

dr — by =11
20 +y=9

Vihje: Matlab: "Matriisijako": A\b

b) Tiedetédén, ettd Celsius-asteiden ja Fahrenheit-asteiden vélilld on lineaarinen
yhteys:

C=aF +0b.

Lisdksi tiedetédan, ettd vesi jaatyy 32 F:ssa ja -40 on sama kummassakin
asteikossa. Johda kaava. Tarkoitus on kirjoittaa kertoimien a ja b maaraa-
miseksi lineaarinen yhtalosysteemi, joka ratkaistaan Matlab:n takakenolla (\).

¢) Muodosta matriisi, jonka 1. sarake on C-asteet —50:sta 5:n asteen vélein
100 :aan ja toinen sisiltaéd vastaavat F-asteet.

Vihje: Tarkan rationaalilukukaavan saat komentamalla format rat. Tee m-
tiedosto kommentteineen.

Huomaa, etta taulukkoa ei ole mukavaa katsoa koknaisuutena, esim. 10 ekaa rivia
néet ndin: taulukko(1:10,:) (eiko vain?).

Hivelevaa on myos menné “Workspace-ikkunaan” ja kaksoisklikata taulukko-ikonia.

Kokeile sen ajamista myos pdfiksi publish(Fahrenheit,pdf)-komennolla (jos
skripti on Fahrenheit.m), kunhan ensin testailet sen kuntoon.



4. mlLi004.tex Matlab/Maple/Mathematica

Tarkastellaan yhtalosysteemeja.:

10z + Tx9 + 8x3 + Ty = 32
Tx1 + 5xoy + 623 + Dy = 23

Tx1 + 629 + 1023 + 924 = 33
Tx1 4+ dxy + 923 + 1024 = 31

ja
21‘1+[E2+5£L‘3+$4 =9
l’1+$2—3$3—.’134:—5
3.731-'-6372 —21’3+£IZ’4 =38
2[L’1 + 2%2 + 2$3 - 31’4 =3

a) Ratkaise molemmat systeemit.

b) Muuttamalla vihan yhtélon dataa (oikeaa puolta ja/tai kerroinmatriisia), voi-
daan tutkia systeemin herkkyytté pienille virheille (datassa ja pyoristyksessa).
Ratkaise 1. systeemi oikean puolen vektoreilla

[32.1, 22.9, 32.9,31.1]° ja [32.01, 22.99,32.99,31.01]"
ja 2. systeemi vektoreilla
[9.1 -5.1, 7.9, 3.1]’ ja [9.01, -5.01, 7.99, 3.01]’
Mita ndma pienet hairiot vaikuttavat ratkaisuihin?

¢) Muuta kerroinmatriiseja lisadmalla matriisien kuhunkin alkioon pieni satun-
naisluku
0.1*rand . Ratkaise systeemit alkuperéisillé oikeilla puolilla. Mita ndméa muu-
tokset vaikuttavat ratkaisuihin.

d) Lineaarisen yhtalosysteemin herkkyyttd pienille virheille sanotaan hdiridalt-
tiudeksi (“ill-conditioned “). Laske kummankin matriirin héirialttius.
Suhteellisen virheen suurtenemisypayhtalo:

[Az]] _ [IAb]]
<k
1] 10|

Pahimmillaan ratkaisun suhteellinen virhe voi olla luokkaa xx (datan suhteel-

linen virhe) (k = cond(A))
Luokittelu:
mplteht/mplLinis/mplLixx.tex, matlabteht/mlLinis/mlLixx.tex
Avainsanat:

Numeerinen lineaarialgebra, matriisit, lineaariset yhtaloryhmét, hairicalttius



5. mlLi005.tex

Olkoon
10

5 1 1
A=1|1 5 1|,b= |14

115 18
Varmista ensin, ettd matriisi A on kééntyva laskemalla det(A).
Tutki, mitd muita keinoja on matriisin ei-singulaarisuuden tarkistamiseen. Kokeile
vaikka rank, rref, lu, cond, rcond (katso helpilla).
(Huomaa, etté “oikeissa tehtavissd” tarkedmpi késite on “lahes singulaarisuus”, té-
hén det ei ole yleispétevé tyokalu.)

Ratkaise yhtaloryhma Ax = b kayttamalla

a) Kéaidnteismatriisia inv

b) MATLABin matriisijakoa x = A\Db.

Opetus: Huomaa, ettd “matriisijako” on numeerisen tarkkuuden ja laskentatehon
kannalta yleensd parempi tapa (mikéd ei pienissd, hyvinlaatuisissa tehtévissa tule
ilmi).

Opettajalle: Tehtavadn voidaan lisdta myos A-matriisin muodostaminen diagonaa-
leittain diag-funktiolla (vaikkei mene hytdyn puolelle néin pienessé tehtévassa).



6. mlLi006.tex

Tasapainolimpétilajakauma metallilevyssd.

Kuva esittda metallilevya, joka on yld- ja alapinnoiltaan lampdoeristetty ja jonka
reunojen lampétilat on kiinnitetty. (LAmpoa virtaa vain reunojen kautta.) Tasa-
painolampdotilajakauma saadaan Laplacen yhtdlon Au = 0 ratkaisuna. Numeerinen
approksimaatio voidaan laskea ns. differenssimenetelmallé: Jaetaan levy sopivilla
hilaviivoilla osiin ja numeroidaan nain muodostuvat solmupisteet. Menetelma: Kun-
kin hilasolmun lampdétila on naapurisolmujen lampétilojen keskiarvo. (Johdetaan
kurssin lopulla.)

Muodosta 4 x 4— yhtédlosysteemi solmujen 1,2,3,4 lampdotilojen likiarvoille
Uy, U, ugz, ug. Ohje: Aloitetaan solmusta 1: u; = i(30 + ug + uz + 10). Vastaavasti
muut kolme solmua.

20 20
| ————- 0 -—-- o0 ————-- I
I I
I I
10 o o3 o 4 o 40
I I
I I
10 o o1l o 2 o 40
I I
I I
| -———- 0 —-———- 0 —————- |
30 30

(a) Ratkaise yhtéalosysteemi ja sijoita ratkaisulampotilat ao. hilapisteisiin.

(b) Muodosta 4 x 4— matriisi, jossa on reunaldmpotilat ja ratkaisemasi sisapis-
telampotilat seka nurkissa lahinna olevien kahden reunasolmun keskiarvot ta-
hén tapaan: U=[5 20 20 30;10 u3 u4 40; 10 ul u2 40; 20 30 30 35];
Piirréd ratkaisupinnan approksimaatio: mesh(U) tai surf (U).

Avainsanat:Lampotilamatriisi, Laplacen yhtalon diskretointi, differenssimenetel-
mén alkeellisin perustehtava, lineaarinen yhtaloryhmaé.



7.

mlLi007.tex

Oheinen kuva esittdad litkenneverkkoa. Kuhunkin solmuun A B,C,D tulevien ja siita
lahtevien ajoneuvojen lukuméarien summa pysyy samana (solmuun ei hévia eika
siind synny ajoneuvoja). Kadut ovat yksisuuntaisia nuolien osoittamalla tavalla.

Kuvan saat mukaan tehtavéasi, kunhan kopioit
polku/img/liik.eps-tiedoston omaan img-hakemistoosi. Téassa:

polku=http://www.math.aalto.fi/opetus/Mattie/MattieT /matlabteht /mlLinis/

200

100

(a) Muodosta yhtélosysteemi tuntemattomien ajoneuvoméérien xy, ... x5 suhteen.
(b) Méérita systeemin yleinen ratkaisu.

(c) Jos z4:114 merkitty katuosuus suljetaan, niin miké on yleinen ratkaisu?

(d) Maarita kohdan (c) tilanteessa pienin z; m ja suurin xz :n arvo (jotta yhden-
suuntaisuutta osoittavia liikennemerkkeja ei tarvitse kaantéa).

Huom! Porrasmuotoon saattamisessa saat halutessasi kdyttaa Matlab/Octave-
funktiota rref (kts. help rref).

Avainsanat: Liikenneverkko, lineaarinen yhtéloryhmé, (redusoitu)porrasmuoto,
rref.



8. mlLi008.tex

1. Muodosta 5 x 5-yksikkomatriisi I. (help eye)
2. Muodosta matriisi F4, jossa on vaihdettu I:n rivit 2 ja 5.

3. Muodosta matriisi Fs, joka saadaan kertomalla I:n 4. rivi
luvulla 4.

4. Muodosta matriisi Fs3, joka saadaan I:std Gaussin rivioperaatiolla:
Ty 1y + 47,
missa r; tarkoittaa matriisin rivid numero i.

5. Muodosta matriisit £;*, E;', Ej' kiyttien komentoa inv ja selitd, mité
rivioperaatiota ne vastaavat.

Avainsanat: Alkeismatriisit, LU-hajotelma, Gaussin rivioperaatio, kddnteismatrii-
Si.

9. mlLi009.tex (KP3-ii, 2008, harjl)

Olkoon
a1 Qai2 ais
A= Q21 G292 0423
a3 az2 0433
ja olkoot
010 1 00 1 00
Es=|11 0 0 Ey=10101|, Ey=[2120
0 01 0 0 3 0 01

Muodosta matriisitulot EgA, E1A, AE, ja EyA ja selvitd, mitd ndméa operaatiot
tekevét matriisin A riveille/sarakkeille.

Avainsanat: Alkeismatriisit, LU-hajotelma, Gaussin rivioperaatio

Vihje: Kiésinlasku ja ajattelutehtava, tarkistukseen voit hyodyntda Matlabin syms-komentoa tai

voit tehd&d symboliset matriisioperaatiot Maplella/Mathematicalla.



10. mlLi010.tex
Harjoituksen (KP3-II/s. 2006) ohjetta:
Seuraavissa tehtdvissi voitaisiin johonkin johtopddtokseen pdastd determinantin
avulla. Ndissd harjoituksissa ei kelpuuteta tdllaisia ratkaisuja, vaan harjoitellaan
johtopddatdsten tekoa rivioperaatioiden seurauksena.

Osa tehtdvistd on késinlaskuun tarkoitettu, mutta niiden yhteydessé voidaan harjoitella
samalla Matlab/Octave/Scilab-tyoskentelyd (Kts. MattieO).

Annettuna on 3 X 3—systeemin liitAnnaismatriisi

1 2 3 4
4 56 7
6 789

Muodosta rivioperaatioilla porrasmuoto "ref" — "row echelon form". Merkitse tu-
kisarakkeet ja tukialkioiden paikat. Jatka sitten rivioperaatioita alhaalta ylospéin
paastaksesi redusoituun porrasmuotoon "rref".

Avainsanat: Lineaarinen yhtaloryhmé, Gaussin rivioperaatio, ref, rref, (redusoitu)
porrasmuoto, row echelon form.



11.

12.

mlLi013.tex
Piirretdadn toisen asteen pintoja. Téata varten tulee pinnat esittad parametrimuodossa

Ty = $1(U,U>,$2 = .TQ(U,U),LU:; = x3(u7 U)a

missd muuttujat v ja v saava arvoja jostain sopivasta alueesta. Esimerkiksi para-
metrisointi

0<u<m

0<v<2m

Z1 = T1sinucos v,
Z9 = Tr9sinusinv {

Z3 = T'3COS U,

MATLAB ilmoittaa R?:n muuttujat tietylld tavalla organisoituhin matriiseihin seu-
raavasti:

[U,V] = meshgrid(linspace(0,pi,21),linspace(0,2*pi,21));

Nyt ellipsoidin ry = ro = r3 parametrisointi tehdaén seuraavasti

Z1 = sin(U) .*xcos(V);
Z2 = sin(U) .*sin(V);
Z3 = cos(U);

Kuvan tésté saa piirrettya komennolla surf (Z1,72,73). Kokeile miten pintd muut-
tuu, kun asetat kertoimiksi 7 eri arvoja. Tutustu myos komentoon axis.

mlLi014.tex
Tarkastellaan yhtaloryhméa

0.000121 4+ 229 =4
T1+ To = 3

[ 2 3.9997]T

To995° 1ooos) » Joka 5:lla  numerolla esitettyna on

Tarkka ratkaisu on
[1.0001, 1.9999]T.

(a) Ratkaise yhtalosysteemi niin, ettd suoritat laskut (jarjestysta vaihtamatta) 3:lla
merkitsevilld numerolla. (Laske laskimella, Matlabilla tms. ja pyorista kunkin ope-
raation jilkeen tulos 3:een numeroon.)

(b) Tee samoin kuin (a)-kohdassa, mutta vaihda yhtéloiden jérjestys.

Selitd, miksi (a)-tapauksessa tulee suuri suhteellinen virhe ( 100%:n suhteellinen
virhe toisessa komponentissa), kun taas (b)-tapauksessa virhe on olematon.

Avainsanat: Lineaarinen yhtaloryhmaé, Gaussin rivioperaatio, numeerinen ratkaisu,
numeerinen lineaarialgebra, pyoristysvirhe.



13.

14.

mlLi015.tex

1 8 6
T
Olkoon A= | -1 —4 5 ja = { 8 1 4 } . Ratkaise yhtalo Ax = b osit-
2 4 —6

taistuentaa (“partial pivoting”) kayttaen.
Olkoon P permutaatiomatriisi (rivinvaihtomatriisi), joka méaraytyy rivien vaihdois-
ta. Muodosta hajotelma PA = LU.

Matlab:lla: help 1lu, [L,U,P]=1u(A) (Tama siis vertailun vuoksi, tarkoitus on las-
kea késin.)

Avainsanat: Lineaarinen yhtaloryhmé, Gaussin rivioperaatio, LU-hajotelma, nu-
meerinen lineaarialgebra, (osittais)tuenta, “(partial) pivoting”.

Vihje: Osittaistuenta tarkoittaa itseisarvoltaan suurimman tukialkion valitsemista pienen tukial-
kion aiheuttamien numeeristen ongelmien valttamiseksi. Matlab saattaa kayttda esim. ns. skaalat-

tua osittaistuentaa, jolloin rivinvaihtostrategia voi olla erilainen.

mlLi017.tex
Muodosta “ylimaardytyvalle” yhtaloryhmaélle

T+3y=>5
r—y=1
r4+y=0

normaaliyhtélét ja ratkaise pienimmén neliGsumman (PNS,LSQ) mielessi. Piirrd
suorat ja ratkaisupiste tasoon.

Vastaustarkistuskeino: Huomaa, ettd Matlab:n yhtalosysteemin ratkaisija: © = A\b
on niin alykas, ettd se ymmartad yliméardytyvissa tapauksessa suorittaa PNS-
ratkaisun.

Avainsanat: Lineaarinen yhtaloryhmé, PNS,LSQ, pienimmén neliosumman mene-
telmé, LU-hajotelma, numeerinen lineaarialgebra, (osittais)tuenta, “(partial) pivo-
ting”.
Vihje:



15.

16.

mlLi018.tex
Huom: Késinlasku taydennettyna pikku Matlab-osuudella.

Eraassa mittauksessa saatiin seuraava data:

xdata 1 2 3 4 5
ydata 1.8 2.7 3.4 3.8 3.9

Dataa mallinnetaan polynomilla p(z) = ¢; & + ¢ 2°.

(a) Muodosta PNS-tehtédvan matriisi X ja vektori y siten, ettd tehtdva saadaan
ylimaaraytyvaksi yhtaloryhméksi X ¢ = y.

(b) Ratkaise kerroinvektori ¢. Piirrd data ja PNS-polynomi samaan kuvaan.

Vihje: (b)-kohdassa saat mieluusti kiyttd4 Matlab:ia. Tee kuitenkin vaiheittain matriikertolaskut,
transpoosit ym., lopuksi toki voit tarkistaa “takakenolla”. Piirrd samaan kuvaan datapisteet ja
polynomi.

Piirtdminen kay néain:

xd=1:5; yd=[1.8 ...]; plot(xd,yd,’x’); hold on; kertoimet=[c2 c1 0]; x=linspace(1,5); y=polyval(

plot(x,y,’r’); x1im([0 6]); grid on
Huomaa, ettd polyval haluaa kertoimet korkeimmasta potenssista alkaen.

Vast: p(x) = 1.76x — 0.2z

Avainsanat: PNS,L.SQ, pienimmén neliGsumman menetelmé, kiyran sovitus, curve
fitting, data fitting.

mllLi019.tex

Madritda PNS-ratkaisu tehtéavélle Az = b, kun A =

—_ =
=~

1 4

b= [ -1 6 5 7 ]T. Hyodynna QR-hajotelmaa, jonka voit muodostaa seuraavilla

komennoilla: (Huom: Yleensi ei lasketa rationaaliaritmetiikalla, mutta opettelussa
voi olla hytdyksi.)

>> format rational
>> A=[...] %» Jos kirjoitat [...], olet TONTTU!
>> [Q,R]=qr(A)

Vihje: Matlab muodostaa ns. tdyden QR-hajotelman. Kuten huomaat, riittdé ottaa Q:n kaksi
ensimmaéistéd saraketta ja R:n 2 ensimmaista rivid, miten nyt vain haluat. Huomaa siis, ettd Q on

ortogonaalinen ja R on yldkolmiomatriisi.

Avainsanat: PNS LSQ, pienimmén neliGsumman menetelmé,QR-hajotelma.



17. mlLi020.tex
Suorita Matlab-komento eigshow. Opiskele helppiteksti ja suorita joitakin kokeiluja
kuljettamalla z-vektoria 1api koko yksikkdympyran. (Tamé vain lammittelyksi.)

Valitse erityisesti matriisit A=[1 3;4 2]/4,B=[3 1;-2 4]1/4 ja

C=[2 4;2 4]/4. Maérita kuvan perusteella kunkin ominaisarvot ja -vektorit. Saat
vektorit tarkemmin komentamalla grid on.

Mité, jos kuvan perusteella ominaisarvoja/vektoreita ei nayttéaisi olevan?

Madrita kuvan perusteella myos ominaisavaruuden dimensio matriisin C' tapaukses-
sa.

Laske kunkin matriisin ominaisarvot ja -vektorit eig-komennolla. (help eig)

Huom: Jos niitd matriiseja ei sattuisi olemaan valmiina valikossa, voit ne sinne
lisita helppiruudun “View code for eigshow”-linkistd. Hae koodista kohta mats =
. ... Siitd ndet, miten matriiseja voi lisaté. Jos editoit koodia, tallenna se omaan
hakemistoosi vaikkapa nimelle ominashow, ja sitten vaan ominashow.

Tee joitakin omia kokeiluja erilaisilla matriiseilla oman “ominashow”:n avulla.

Avainsanat: Ominaisarvot, ominaisvektorit, ominaisarvojen graafinen havainnollis-
taminen, ominaisvektorien graafinen havainnollistaminen, Matlab: eigshow, eig



18. mlLi020a.tex
Ohjeita, ominaisarvo-oppia (Liitettaviksi aiheen tehtavipaperiin)

e Ominaisarvo on luku, se voi olla kompleksiluku, vaikka matriisi olisi reaali-
nen.

e Ominaisvektori on (reaalisen matriisin tapauksessa) R™:n tai C™:n vektori
sen mukaan, onko vastaava ominaisarvo reaalinen vai kompleksinen.

» Ominaisarvo saa aivan mainiosti olla 0, ominaisvektoriksi emme hyviksy
nollavektoria.

e Ominaisarvoon A liittyva ominaisavaruus F) koostuu kaikista \:aan liitty-
vistd ominaisvektoreista ja lisdksi nollavektorista. Talloin kyseesséd on vekto-
ri(ali)avaruus, nimittdain matriisin A — AJ nolla-avaruus, N(A — \I).

+ Ominaisarvon \; algebrallinen kertaluku M, on karakteristisen polynomin
det(A — AI) juuren kertaluku. Geometrinen kertaluku m,; on dim(E)y,).
Patee: my, < M,

o Jos reaalisella matriisilla A on kompleksinen ominaisarvo A\ = « + i 3, niin
myds A = o —i 3 on A :n ominaisarvo. Jos v on \ :aa vastaava ominaisvektori,
niin liittolukua A vastaava ominaisvektori on V. (Tarkoittaa vektoria, jonka
koordinaatit ovat v :n koordinaattien liittolukuja.)

o Jos on maarattava diagonaalimatriisin ominaisarvot ja -vektorit, niin las-
kentatyoti ei jad lainkaan. Al siis suotta ryhdy veivaamaan det(A — \I):n
kautta. (Koko ominaisarvohomman perustavoite on saattaa lineaarikuvauksen
matriisi diagonaalimuotoon. Jos se jo on, niin mitaén ei tarvitse enda tehda,
kunhan osaat siitd lukea.)

o Kolmiomatriisin (yla- tai ala-) ominaisarvot ovat diagonaalialkiot. (Siis yleistys
edelliselle, téssé tapauksessa ominaisvektoreista ei voida sanoa mitaéan yleisté. )

o Kun pyydetadn laskemaan johonkin ominaisarvoon liittyvat ominaisvektorit,
on sopivaa antaa vastaukseksi ominaisavaruuden kanta. Helpoimmin se saa-
daan antamalla ratkaisun vapaille muuttujille vuorollaan arvot ( 1,0,0) ,
(0,1,0) , (0,0,1) (jos kyseessd on 3-ulotteinen ominaisavaruus). Téassahdn on
kyse nolla-avaruuden kannan méaaraamistehtavasta.

o Eri ominaisarvoihin liittyvat ominaisvektorit ovat LRT.

o Diagonalisointi: Annettu A. Etsittavé, jos mahdollista, matriisit V ja D, V
kaantyvi ja D diagonaalimatriisi siten, etti A = VDV L,
Jos tehtédvina on diagonalisoida A, etsitdén matriisit V' ja D ja perustellaan
V:n kdantyvyys. (Yleensé ei vaadita V~':n laskemista ilman eri kehoitusta,
tai jatkotehtavin asettamaa tarvetta.)

» Octave/Matlab-komentoa eig kannattaa kdyttdé ainakin tarkistukseen. Muo-
to [V,D]=eig(A) antaa suoraan diagonalisointimatriisit: V' :n sarakkeina omi-
naisvektorit ja D :n diagonaalilla (samassa jarjestyksessi) ominaisarvot. Jos A
on diagonalisoituva, niin V' :n sarakkeet ovat LRT, jolloin voidaan muodostaa
V~1: Matlab/Octavella: inv (V).

Avainsanat: Ominaisarvo-opin perus(lasku)ohjeita



19. mlLi021.tex (kasinlasku, Matlab sopii avuksi/opiksi)

3 -2 4
Muodosta matriisin A= | —2 6 2 | ortogonaalinen diagonalisointi (tarkoittaa
4 2 3

ortonormaalia).

Laskutyon vihentamiseksi annetaan (tai pyydetaan oppilasta komentamaan):

>> eig(A)

ans =
-2.00
7.00
7.00

Avainsanat: Ominaisarvot, ominaisvektorit, ortogonaalinen diagonalisointi.

Vihje: Muista, ettd ominaisvektorit eiviat automaattisesti ole yksikkévektoreita, ja useampiker-
taista ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit eivit automaattisesti ole ortogonaaliset.

Jos olet saanut samaan ominaisavaruuteen kuuluvat LRT ominaisvektorit v; ja v, niin ortonor-
maalin kannan saat

1) geometrisen ajattelun avulla: Muodosta vs:n kohtisuora projektio vi:lla ja vihenné se vs:sta.
Tai

2) algebrallisesti: Méaérita kerroin kerroin c siten, ettd (vq + cvg) L vy.

20. mlLi028.tex

Olkoon
5 1 1
A=1|1 5 1
1 15

a) Laske matriisin A diagonalisointiin tarvittavat matriisit P ja D.

b) Varmista, ettd P on ortogonaalinen, ja D on diagonaalinen ja diagonaalialkiot
suuruusjarjestyksessa.

c) Osoita, ettd spektraalikaava
Aluluf + /\2u2u§ + /\3u3u§f =A
patee.

Vihje:



21.

22.

23.

mlLi029.tex
Potenssimenetelmé on eréds keino loytaa itseisarvoltaan suurin ominaisarvo ja vas-
taava ominaisvektori. Menetelmé toimii seuraavasti:

o Valitse alkuarvaus bg. Ainoa vaatimus on, ettd télla vektorilla on nollasta-
poikkeava komponentti ominaisarvon suuntaan — kdytannossa kannattaa vali-
ta vektori, jonka jokainen alkio on nollasta poikkeava.

o Aseta
b Aby,
Bl = TR
|| Aby||
« Jatka kunnes jono (by) suppenee. Ominaisarvo A = ||Aby|| ja vektori x = by.

Toteuta menetelmd MATLABIssa, ja laske matriisin gallery(5) suurin ominaisarvo
ja vastaava ominaisvektori. Testaa tuloksen oikeellisuus.

mlLi030.tex
Ominaisarvojen laskentamenetelmii, Power method [KRE?] Sec. 20.8
Sovella potenssimenetelméad (3 kierrosta) matriisiin

3.5 2.0
A=
2.0 0.5
alkuarvolla xy = [1,1]7. Laske Rayleigh-osamddrit q ja virherajat.

Ratkaisu: Vastaus: ¢ = 4,4.493,4.4999; |e| < 1.5,0.1849, 0.0206

Avainsanat: Potenssimenetelmé, ominaisarvojen laskentamenetelméat, Power met-

hod.

mlLi031.tex
Osoita, ettd jos x on ominaisvektori, niin § = 0 virhekaavassa (2) Theorem 1 s. 872
(KRE?, luvun 20.8, Power Method for Eigenvalues alkusivulla) .

Vihje: Paittelytehtédva, ohjelmistoista ei hyotya.

Avainsanat: Potenssimenetelmé, ominaisarvojen laskentamenetelmét, Power met-

hod.



24.

25.

mlLi032.tex
(a) Paittele Gershgorinin lauseen avulla matriisin

11 04 -0.5
A= 04 7 a
—-0.5 a 4

ominaisarvojen likiarvot ja missa rajoissa ne ovat.

(b) Milla a:n reaaliarvoilla ndhdaan suoraan, etta matriisi on kiadntyva. (Tarkoitus ei
ole laskea determinanttia tai ominaisarvoja, korkeintaan halutessasi tarkistukseksi
ja varmistuksesi Gershgorinin pétevyydelle.)

Vihje: Kisinlasku, jossa voit harjoitella Matlabin laskinkayttoa.

Avainsanat: Gershgorinin lause , ominaisarvojen laskentamenetelmét, ominaisar-
voarvio.

mlLi040.tex

Olkoot A kompleksinen n x n matriisi, ja olkoot R; = 3;; |ayl, eli rivin alkioiden
itseisarvojen summa diagonaalia lukuunottamatta. Gershgorinin kiekkolauseen véite
on, ettd jokainen matriisin A ominaisarvo \; sijaitsee jossakin kiekossa D(ay, R;),
(kompleksitasoon piirretty kiekko, jonka keskipiste on pisteessé a;;, ja jonka sdde on
R;). Totea lauseen viite kokeellisesti, kun A=10*randn(12)+ 5*randn(12)*i;

Vihje: Ympyréin, jonka keskipiste on (z,y) ja side r saa MATLABissa piirrettyd helposti seuraa-
vasti:

x =0.4; y= -0.34

t = 0:0.02:2%pi;

plot(x+cos(t),y+sin(t));

hold on

%Yksittdinen piste piirretdin seuraavasti
plot(x,y,’r.’);



26. mlLi050.tex
Gram-Schmidtin menetelméa vektorijoukon {vi,vs,...,v,} ortonormalisoimiseksi
toimii seuraavasti:

» Ortogonalisoidaan:
u; = Vi

ui-va

Uy = Vg — Uy

Kirjoita MATLAB-funktio B = grmsch(A) joka hakee Gram-Schmidtin menetel-
malla ortonormaalin kannan matriisin A sarakeavaruudelle. Testaa ortonormaalius
laskemalla B’ *B.

Vinkki: Laskutoimitus {2 uy, vastaa toimitusta (ufv,)u,. Lisitehtivi nopeil-

le: Matriisin sarakeavaruuden normalisointi ei poikkea kovin paljon QR-hajotelman
tekemisestd. Jos ehdit, toteuta oma algoritmisi QR-hajotelmalle.



