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Aalto-yliopisto

Matemaattiset ohjelmistot MS-E1999

5-6. luennon tehtavat

Palautukset 7.4. 23.59 mennessa.
Tama on viimeinen tehtavésarja, taydennetty luvatuilla lisatehtavilla.

Arvostelu: Tuplapisteet!

Tehtavat

1. Klassinen saalis-saalistaja-ongelma ("ketut ja jénikset', Volterran-Lotkan malli) on seu-
raavanlainen: Alueella olevien jénisten ja kettujen lukuméaéria merkitdén x(¢):114 ja y(¢):114
vastaavasti.

Ajatellaan, ettd janikset syovit ruohoa ja ketut janiksia (ja vain niitd). Kasvua rajoittavia
tekijoité ei ole, muuta kuin jéniksille ketut ja ketuille janisten puute (eli kilpailevat ketut).
Tilannetta mallintakoot yhtalot

=200 —4zxy
Yy =-150y+2xy.

Ratkaise yhtalosystemi Matlabin ODE45:1l4.

Maarita systeemin kriittiset pisteet ts. pisteet, joissa molemmat derivaatat= 0 alaka va-
litd, vaikka piste (0,0) on "epéafysikaalinen'. Piirrd ODE45:114 laskemiasi ratkaisukéyria
aikatasoon ja trajektoreita faasitasoon. (Muistathan subplot:n, voi olla siisti.)

Piirrd myo6s pplane8-ohjelmalla suuntakentta ja lisaé ratkaisukéyria ja trajektoreita. Huo-
maa, ettd voit piirtdd samaan pplane-ikkunaan myos laskemiasi ratkaisuja.

Padttele “olennaisen” kriittisen pisteen luonne (stabiili eli “attraktiivinen” vs. epastabiili
eli “repulsiivinen”. “Paattelyyn” riittdaa klikkailu kriittisen pisteen laheisyydessa.

2. Tarkastellaan vaimennettua heiluria, jonka yhtalo on
0"+ ¢cO + k sin(0©) = 0.

Maarita kriittiset pisteet.



Hahmottele tavalla tai toisella pplane:lla trajektoreita ja selvité niita seuraamalla heilu-
rin kaytostéa, vertaa vaimentamattoman kéytokseen.

pplane-ohje: Valitsemalla Gallery ja sieltd pendulum, voit asettaa vaimennusta enemman
tai vihemmaéan. Kokeile pienelld vaimennuksella aluksi ainakin.

Huom: Tehtivéin saa haluttaessa tehda Maplella. Télloin dsolve(. .., "numeric"
Tarvittaessa lisdohjeita.

. Maple-tehtava:

Funktion f kiintopiste on zg, jolle f(xg) = x¢. Iteroimalla: x,,1 = f(x,) pyritdan 16y-
tdmadn jokin kiintopiste Yleisesti: Jos Iteraatio suppenee — r ja f on jatkuva, niin
flr)y=r.

Kiintopiste r on stabiili, jos x,, pysyy “lahella” r:4a, kun lahtopiste x¢ on “riittavan lahelld

r :aéd. Se on lisaksi “attraktiivinen”, jos x,, — r, kun xy on ‘riittavan lahella r :44. Se on
lisdksi “attraktiivinen”, jos x, — 7,

Péinvastaisessa tapauksessa puhutaan epdstabiilista/ repulsiivisesta kiintopisteesté.
(Mé&éaritelméat hiukan epétarkkoja, mutta ideal!)

Derivoituvan funktion f kiintopiste r on attraktori, jos | f'(r)| < 1 ja repellori, jos | f'(r)| >
1. (Jos = 1, ei voida paatelld) Iteraatiota voidan havainnollistaa porraskuviolla, joka
saadaan Maplessa ihaltavan katevasti maérittelemalld funktio:

porras:=x->plot ([[x,x], [x,f(x)], [f(x),f(x)]1])

Suorita timé méérittely ja kokeile funktion f(z) = 3.0x — 2? iterointia ja visualisointia:

with(plots)

fi=x-> ...

fjaxkuva:=plot([x,f(x)],x=0 .. 3,color=[blue,black]):
display(fjaxkuva, porras(.4))

display(fjaxkuva, porras(.4), porras(f(.4)))

display(fjaxkuva, porras(.4), seq(porras((f@ek)(.4)), k =1 .. 5))

Huomaa: f@f on yhdistetty funktio f o f, ja (f@@n) on f :n n-kertainen iteraatio:
fo...of.

Tehtavat:
Iteroidaan funktiota f(z) = ax — z2.

a.) Osoita, ettd a — 1 on f : n kiintopiste. Milld a :n arvoilla se on attraktori?

b.) Tutki funktion iterointia, kun a = 3.1 Suorita iterointi talla kertaa for-silmukassa:

x[0] :=2.05:
for nn from O to 39 do
x[nn+1] :=f (x[nn]) end do:
fjaxkuva:=plot([x,f(x)],x=1.5.. 2.5):
display(f jaxkuva,seq(porras(x[k],k=0..40)));



Piirrd myos pisteet (k, z[k]),k =0,...,40

c.) Tee vastaavat, kun a = 3.8, xy = 1.5. Mitéd havaitset

4. mlG023.tex
Piirrd ympyra parametrimuodossa, ja tallenna koordinaatit matriisimuodossa coords =
[x;y7] (z = cos(t);y = sin(t)). Tamén jalkeen piirrd ympyré, ja lisdd skriptiin seuraavat
komennot

hold on

% Draw axes

plot([—1.1 1.11,([0 0],'k","linewidth',1)
plot ([0 O],[—1.1 1.1],'k","linewidth',1)
% Add flavour: add text and colour.

plot ([0,1],[0 01, 'b", 'linewidth',4)

plot ([0,0], [0 11,'r', " 'linewidth',4)

pl = text(.5,—.2,'v_1","fontsize',30);
set (pl, '"color', [0 O 117)

P2 = text(—.25,.5,'v_2"',"fontsize',30);
set (p2, "color', [1 0 01])

% set axis properties

axis([—1.1 1.1 —1.1 1.11])

axis equal

axis off

Tuloksen pitéisi olla jotain tallaista:

S
N

Jatketaan skriptin editoimista. Maaritd matriisi

T _1
A: [? 13‘| .
2 3

a) Laske matriisin A ominaisarvot ja piirrd ominaisvektorit samaan kuvaan (hold on).
b) Operoi matriisiin coords (= ympyran koordinaattipisteet) matriisilla A ja piirrd myos
transformoidun ympyran kuva samaan kuvaan.

c) Olkoot ominaisarvot A1, Ay ja vastaavat ominaisvektorit vy, ve. Piirrd vektorit Agvg, k =
1,2 ja —Avg, k=1,2 samaan kuvaan (Miinus, jotta erottuvat paremmin.)



d) Aja skripti uudelleen niin, ettd muutat matriisin symmetriseksi, esim néin:
A=rand(2,2); A=A’xA. Vertaa kuvia, miten symmetrinen eroaa?

. Oletetaan, etté meille on annettu dataa muodossa (xg,yx).k = 1...m, johon muodustuu
kaksi murtopisteen erottamaa lineaarista suuntausta. Esimerkiksi

x=-2:0.1:4; y=0.2xsin(3%x);
y(x<1)=y(x<1)+0.5% (x(x<1)-1);
y(x>=1)=y (x>=1)+2* (x (x>=1)-1) ;

muodostaa selvin murtopisteen kohtaan x = 1. Intuitiivisesti tuntuu selvalta, ettd tal-
laiseen dataan kannattaa sovittaa PNS-suoran sijaan paloittain lineaarinen funktio, ts.
"suora murtopisteella.”

Kirjoita ohjelma joka tekee tdmén: ohjelman tulee valita murtopiste (s,?) tasosta hiiren
klikkauksen perusteella (kts. vihje) ja sovittaa paloittain lineaarisen funktion dataan tété
murtopistetta kayttaen, ts. sovittaa suoran

y=kirx+b,r<s
pisteisiin (xg, yx), Tx < S ja suoran
Yy =kox + by, x > 5

pisteisiin (xg, yx), Tp > S.
Vihje: Tehtavan keskeinen osa on murtopisteen valinta ja datapisteiden suodatus.

Murtopisteen valintaan kannattaa kayttad ginput funktiota, joka valitsee klikatun pis-
teen kuvasta tyyliin

[x,y,button] = ginput(l);

Datan suodatukseen kannattaa kiyttad MATLABIn loogista indeksointia: esimerkiksi va-
litaan kaikki vektorin pisteet, jotka ovat pienempié kuin 5.

a = b(b<b);

. Korjattu versio (31.3.14)
Tassa tehtavassa tarvitsee vain muodostaa ja ratkaista lineaarinen yhtaloryhmaéa annettu-
jen ohjeiden mukaan.

Tasapainolimpdtilajakauma metallilevyssd.

Kuva esittda metallilevyé, joka on yla- ja alapinnoiltaan lampderistetty ja jonka reuno-
jen lampotilat on kiinnitetty. (LAmpoa virtaa vain reunojen kautta.) Tasapainolampo-
tilajakauma saadaan Laplacen yhtdlon Au = 0 ratkaisuna. Numeerinen approksimaatio
voidaan laskea ns. differenssimenetelmalla: Jaetaan levy sopivilla hilaviivoilla osiin ja nu-
meroidaan nédin muodostuvat solmupisteet. Menetelma: Kunkin hilasolmun lampdétila on
naapurisolmujen lampotilojen keskiarvo. (Johdetaan kurssin lopulla.)

Muodosta 4 x 4— yhtalosysteemi solmujen 1,2, 3,4 lampotilojen likiarvoille wy, us, ug, uy.
Ohje: Aloitetaan solmusta 1: u; = i(BO + uy + ug + 10). Vastaavasti muut kolme solmua.
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(a) Ratkaise yhtalosysteemi ja sijoita ratkaisulampotilat ao. hilapisteisiin.

(b) Muodosta 4 x 4— matriisi, jossa on reunalampdtilat ja ratkaisemasi sisapistelam-

potilat sekd nurkissa ldhinné olevien kahden reunasolmun keskiarvot tahén tapaan:

U=[15 20 20 30;10 u3 u4 40; 10 ul u2 40; 20 30 30 35]; Piirrd ratkaisu-
pinnan approksimaatio: mesh(U) tai surf (U).

(b’) Ehka hiukan selkedimpdd on rakentaa U-matriisi vaiheittain vaikka tdhan tapaan:

u=u’ % Vaakavektoriksi
U=zeros(4,4)

U(1,:)=[15 20 20 30]
U(2,:)=[10 u(3:4) 40]

. Tassa tehtavassa tutkitaan kuvien, matriisien ja singulaariarvojen yhteyksia.

Matriisin A € R™*" singulaariarvohajotelma on
A =USVT,

missa matriisi S on diagonaalimatriisi, ja matriisit U ja V ovat ortogonaalisia neliomatrii-
seja. Matriisin sisaltdmééa informaatiota voidaan tietyssd mielessd kompressoida tiputta-
malla osia singulaariarvohajotelmasta pois; on todistettavissa ettd (MATLABilla ilmais-
tuna) U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)’ on paras mahdollinen rank(k)-approksimaatio
matriisille A.

Kuva voidaan ajatella m x n matriisina, missa ¢, 7 alkio ilmaisee vastaavassa paikassa ole-
van pikselin variarvon. Tutkitaan sitten kuinka singulaariarvoja voidaan kéyttaa hyvéksi
kuvien pakkaamisessa ja hahmontunnistuksessa.

Lue haluamasi kuva sisidn MATLABin imread komennolla. Komento luo (yleensa, mutta
hieman kuvasta riippuen), m x n x 3 matriisin. TAmé& vastaa RGB-esitysté: ensimmaisessa
kerroksessa on punaisen varin intensiteetit, toisessa vihrean ja kolmannessa sinisen. Muu-
ta tdma matriisi harmaaskaalaan komennoilla rgb2gray ja double. Tamén jilkeen tee
matriisille singulaariarvohajotelma komennolla [u s v] = svd(P), missd P on kuvasi
matriisiesitys. Tutki sitten milla k:n arvolla komentojono



> M =u(:,1:kK)*s(1:k,1:k)*v(:,1:k)’;
>> imagesc (M)

tuottaa havaittavia tuloksia. Pitdisi my0s péted, ettd kuvan isommat hahmot alkavat
erottua ensin, miké tekee singulaariarvoista huomattavan tehokkaan tyokalun hahmon-
tunnistuksessa.

Vihje: Kuvan ulottuvuuksien ei kannata olla kovin isoja: singulaariarvohajotelma on ras-
kas laskettava. Jos haluat lisihaastetta, erottele kuvan varikerrokset, tee hajotelma niille
erikseen, ja kokoa tulokset. Nain saat aikaan vérikuvia. MATLABIn kayttaméa véariskaa-
la saattaa joskus johtaa hilpeisiin kuviin: komennolla colormap gray péadset harmaaseen
maailmaan.

. Olkoot ¢ ja zg kompleksilukuja. Talloin iteraation

Zy = 2721_1 +c
maaraama dynaaminen systeemi tunnetaan kvadraattisena kuvauksena. Valituille luvuille
¢ ja zop yllaoleva rekursio johtaa kompleksiseen lukujonoon zi, 2o, 23 . ... Téata jonoa kut-
sutaan zp:n kiertoradaksi. Riippuen lukujen c ja 2, valinnasta ratojen muotoja on useita.

Annetulle kiintedlle luvulle ¢ useimmilla zy rata ldhestyy &éretonta (eli |z, | kasvaa rajatta
kun n — oo.) Joillakin ¢ ja zy rata kuitenkin suppenee kohti jotain periodista silmuk-
kaa (eli arvot kiertévit zo jollain tietylld etédisyydella |z,|); joillakin alkuarvoilla rata on
kaoottinen. Nama alkuarvot 2, ovat kuvauksen Julia-joukko.

Téssd harjoituksessa kirjoitetaan MATLAB-ohjelma, joka laskee ns. taytetyn Julia-
joukon, joka koostuu niista alkioista zy joiden radat jollain annetulla arvolla c eivéit kasva
rajatta — tavallinen Julia-joukko on tdmén joukon reuna.

On néytetty, etta jos |z,| kasvaa isommaksi kuin 2 jollain arvolla n, rekursio kasvaa rajat-
ta. Arvoa n jolla tdmé tapahtuu, kutsutaan téssa tehtavissé pisteen zy "pakonopeudeksi.”

Aloita kirjoittamalla funktio n = escapeVelocity(z0,c,N), jossa N on jokin yliraja
pakonopeuksille (erityisesti: jos |z,] < 2V n < N, funktion tulee palauttaa N. Niin
valtetaan ikuiset silmukat).

Luodaksesi Julia-joukon kirjoita funktio M=julia(zMax,c,N). Argumentti zMax maéraa
kompleksitasosta nelikulmion [Im(z)| < Zmaz, |Re(2)| < Zma.. ¢ ja N ovat samat argu-
mentit kuin edelld, palautettava matriisi M koostuu méaritetyn hilan pakonopeuksista.

Aloita funktion julia kirjoittaminen méarittelemalla 500 x 500 hila realitasossa, luo
sen avulla vastaava hila Z kompleksitasolle, ja aja funktio escapeVelocity jokaiselle
matriisin Z alkiolle.

Vihje:Realiakselin vili [a, b] maaritelldin MATLABissa komennolla I = linspace(a,b,n),
missd n on haluttujen pisteiden maara, kuten esim. 500. Hila reaalitasolle méaritellaédn
komennolla [x y] = meshgrid(t1l,t2) , missa tl ja t2 ovat vilejé reaaliakselilta. Tasta
luodaan kompleksitasoa peittava hila komennolla z = x+ix*y.

Kompleksiluvun modulin saa selville itseisarvofunktiolla abs.



9. Yksiulotteinen Poisson’n yhtalé on reuna-arvotehtavé:

Au(z) = f(z), u(a) = A, u(b) = B,

62

dz2

Voidaan unohtaa hienot nimittelyt ja tarkastella differentiaaliyhtdlon muuntamista dis-
kreetiksi yhtaloryhméksi jakamalla vali A:n pituisiin osiin ja approksimoimalla 2.derivaat-
taa jakopisteissa keskidifferenssillé:

missd Laplace-operaattori on yksinkertaisesti A =

u(z + h) —2u(z) +u(x — h)
h? '

Apu(z) =
Tehtavané on ratkaista reuna-arvotehtéva
Jos merkitset ratkaisufunktion u approksimaatiota jakopisteessa x; u;:1la, i = 2,... n+1

saat yhtaloryhman, jonka matriisin néet suorittamalla ndméa komennot. Tutustu samalla
sparse-alkuisiin funktioihin, téassa erityisesti spdiags.

n=>5; % sisasolmujen lkm.

h = 2/(n+1); % Osavaleja n+l

x = (-1:h:1)’ 7% Té&ssd ndkyy x-akselin jakopisteet

f = exp(-x.72); % Yhtaloén oikea puoli, "liahdetermi"

e = ones(n,1);

D = spdiags([e -2%e e],[-1 0 1],n,n); % Kateva tapa koota diagonaaleittain.
full (D) % Katsotaan harvan matriisin esitys téytena.
A = D/h"2;

Reuna-arvotehtavissid tunnettuja arvoja ovat tietysti reunasolmuarvot, ratkaistavana
on siis sisdsolmuarvot sisaind=2:n+1. Koska reuna-arvot = 0, saat koko wu-vektorin
alustamalla ensin u=zeros(n+2,1) ja “loksauttamalla” sitten sisdsolmuarvot tyyliin
u(sisaind)=A\f(sisaind) .

Nyt voit piirtda ratkaisufunktion kuvaajan. Suorita tehtévd luokkaa m = 100 olevalla
arvolla, voit sitten kaksinkertaistaa ja katsoa, miten vaikuttaa.

Kokeile harvalle matriisille myos komentoa spy.

Tehtéava on aika valmiiksi neuvottu, mutta aihe voi olla monelle outo ja uusi. Laskennal-
lisesti ainoa merkittiava tapahtuma on lineaarisen yhtalosysteemin ratkaisu.

Tehtéva voi toimia johdatuksena tasossa ja avaruudessa suoritettaviin Laplacen/Poisso-
nin, Lampo(diffuusio) ja aaltoyhtéloiden ym. lineaaristen osittaisdiffyhtaloiden ratkaise-
miseen. Samalla monessa yhteydessé térkedan harvojen (sparse) matriisien hienosti to-
teutettuun tyokalupakkiin.

10. Ratkaise Maplella reuna-arvotehtavat:



a.)

b.)
y' =y +1=0,y(0)=0,y(1) =1

Edellinen ratkeaa analyyttisesti dsolve:lla. Tarkista ja piirré.

Jalkimmaéinen onnistuu jérkevésti vain numeerisesti. Suosittelen dsolven valitsimia:

numeric,output=listprocedure

Talloin ratkaisun jalkikésittely kay helposti tyyliin:

ratk:=dsolve(...,numeric,output=listprocedure);
Y:=eval(y(x),ratk[2]);

Haluttaessa myos:

dY:=eval(diff (y(x),x),ratk[3]));

Huomaa, eval tekee saman kuin subs ja lisdksi evaluoi. Argumenttien jarjestys on toinen.

Ohjeita
Diff. yhtiloiden numeriikkaa

Annettu diff. yhtalo(systeemi): v = f(t,y), y(to) = %o

Jos kyseesséd on systeemi, niin f ja y ovat vektoriarvoisia.

Eulerin menetelmi y,.1 = vy, + hf(tn,yn), y(to) = yo GKV = O(h) (GKV=Globaali

katkaisuvirhe)

Esim:

>> F=0(y) [-y(D)+y(2);-y(1)-y(2)]
>> h=0.2;

>> y0=[0;4]
>> y1=y0+h*F (y0)

Autonomisen DY S:n faasitasokuva

Trajektori faasitasossa tarkoittaa vain sita, etta piirretdén y, yo—tasoon pisteita
(y1(t1),y2(t1)), (y1(t2), y2(t2)), . ... Naista pisteista (y1(t), y2(t)), t :n juostessa lapi reaaliarvoja,

muodostuu tuo faasitasokéyra, eli trajektori.

Huomaa, etté faasitason suuntakenttd maaraytyy autonomiselle systeemille y' = f(y1,y2) pel-
kastaan (yp, yo)—pisteistd. (Epdautonomiselle y' = f(¢,y1,y2) faasitason sijasta pitéisi tarkas-

tella faasiavaruutta, antaapa sen nyt olla.)



Lineaaristen 2 x 2—systeemien faasitasoluokitus

Ominaisarvot Ai, A\o. Tyyppikuvaus ja stabiilisuus viittaavat kriittiseen pisteeseen, joka lineaa-
risella homogeenisella on 0. (Jos A on singulaarinen, niin kaikki /NV(A):n pisteet ovat kriittisia
pisteitd, mutta alla olevassa luokittelussa tdmé suljetaan pois (ts. ominaisarvo 0 on suljettu

pois).

o Samanmerkkiset = noodi, jos < 0, niin nielunoodi, (vahvasti) stabiili, jos > 0,
niin ldhdenoodi, epastabiili, Trajektorit voivat nayttdd potenssifunktiomaisilta erilaisin
potenssein (riippuu ominaisarvojen suhteesta), erikoistapauksessa voivat olla jopa sidde-
kimppu. Kaytosta voisi ehka kutsua yleistetyn "paraabelimaiseksi'

o Erimerkkiset = satula, epastabiili. Sama potenssikaytos kuin edelld, nyt "hyperbeli-
maéisesti"

o Vain yksi ominaisvektori = degeneroitunut noodi, jos ominaisarvo A < 0, nielu (sta-
biili) ja jos A > 0, niin ldhde, epéstabiili. Trajektori eivat ulkondéltddan paljon eroa
noodityylisté.

» Puhtaasti imaginaariset ominaisarvot (bi), keskus, heikosti stabiili. Trajektorit ellipseja.

o Kompleksiset ominaisarvot A = a=+if3, ldhdespiraali, jos a > 0, epastabiili, ja nieluspiraali,
jos v < 0, stabiili. Trajektorit elliptisia spiraaleja.

pplane

Avaa ylla oleva Rice-universityn pplane-viite ja paina |pplane | painiketta. PPLANE Equation
window:ssa valitse Gallery ja sieltd linear. Nyt paaset katevasti maarittelemaan 2x2-matriisin
alkiot. Paina | Graph Phase Plane ‘ Voit valita hiirelld alkuarvopisteen, ja ohjelma piirtaéd sen
kautta kulkevan trajektorin. Kokeile (aluksi vaikka valmiilla oletusmatriisilla) Usein tulet piirta-
neeksi tarpeettoman monta trajektoria. Painamalla uudestaan ’ Graph Phase Plane %painiketta,
saat taas puhtaan suuntakentdn. Piirtoikkunaa on syytd muuttaa tehtavin mukaan.




