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Aalto-yliopisto

Matemaattiset ohjelmistot MS-E1999

4. luennon tehtavat

Tehtavat ovat Maplea ja Matlabia, nyt valmiit!

Lievennyksié aikatauluihin.

Palauta kustakin harjoitustehtévistd Maplen “Export->pdf” valinnalla (tai MATLABin
publish-toiminnolla) julkaistu pdf-dokumentti kurssin Moodle-sivulle

Liséksi lahdekoodit .m ja .mw, jalkimmaéisesta miellian “Remove output”

Kurssin Moodlen rekisteroitymisavain on matapp122

Kurssin tehtédvistd suurin osa on poimittu laitoksen tietokenmatematiikan sivustolta
http://math.aalto.fi/opetus/Mattie/MattieT /html.

Kaantéen, tamankin kurssin yhteydessa kehitettaviat uudet tehtavét ratkaisuineen, vihjeineen
ym. siirtyvat samantien Mattie-kokoelmaan.

Tiivis Maple-komentokooste:
http://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot /2012kevat /maple /pikamaple.pdf.

Timo Mékeldn Maple-opas (viimeksi ei auennut), kannattaa lukea!
https:/ /sites.google.com/site/laskenta/maple

Tehtavat

1. mlLA022.tex -> MattieT /mlLinalg ja mplLinalg
Matriisin ominaisarvot ovat karakterisisen yhtalon det(A — A/) = 0 juuret. (I on yksik-
komatriisi, Matlab:ssa eye.)

Maarita matriisin

1 2 2
A= -2 3 4
2 6 5

(a) Ominaisarvot Maplella ja Matlab:lla karakteristisen yhtalén juurina.
(b) Ominaisarvot ja -vektorit Maplella komennolla Eigenvectors Néetko, ettd tulok-
set ovat samat? (Huomaa, ettd Matlab skaalaa ominaisvektorit yksikkévektoreiksi.) (c)


http://math.aalto.fi/opetus/Mattie/MattieT/html
http://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2012kevat/maple/pikamaple.pdf
https://sites.google.com/site/laskenta/maple

Matlabilla eig-komennolla. Koska ominaisrvot ovat erilliset, on A “diagonalisoituva”, ts.
A voidaan esittidd muodossa A = V DV ™! missi V on ominaisvektoreiden (sarakkeet)
muodostama matriisi ja D ominaisarvojen muodostama diagoaalimatriisi. Muodosta tamé
esitys (miké on eig-funktion tulomuodon takia erityisen kitevaa).

Vihje: Ominaisarvot:

Maple: with(LinearAlgebra); Eigenvectors

Matlab: charpoly, eig

charpoly(A) antaa karakteristisen polynomin kerroinvektorin suoraan. Téssé ei tarvita
syms-kasittelya, jatetadn Maplelle.

o http://math.aalto.fi/opetus/Mattie/MattieT /html/mlLinalg.html#mlLA020
 http://math.aalto.fi/opetus/k3/05/L/ominaisarvot.pdf

o Ominaisarvojen/vektorien geometrisen idean havainnollistus Maple:lla
http://math.aalto.fi/~apiola/08opemate/ominaisarvot.html
http://math.aalto.fi/~apiola/08opemate/ominaisarvot.mw (Maple-mw)

. Opiskele Differentiaaliyhtédloiden perusasiota ja Maplekasittelya lahteista:
http://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot /2014kevat /L /ode.pdf (HAM-oppaan ode
(ilman kuvia)

https://sites.google.com/site/laskenta/maple Timo Mékelan Maple-oppaan ODE-osa
Laadi Maple-tyoarkki edellisen pohjalta, jossa kayt lapi siind olevat esimerkit ja piirrét
tekstistd puuttuvat kuvat, mielelladn omin kommentein varustaen.

Ohjeita, virheita:

o Jos ratkaisu on muuttujassa ylauseke, kokeile:
parvi := seq(seq(ylauseke, C2 =-1 .. 1), C1 =0 .. 1)

Sitten esim: plot([parvi], x = -3 .. 3, y = -10 .. 10)
Tihedmmaéan parven saat lisiamallé askeleen h tyyliin:
h:=0.5: parvi := seq(seq(ylauseke, C2 =-1 .. 1,h), Cl = -1 .. 1,h)
(Vrt. Matlab:n -1:h:1).
o infolevel-kohdassa yhtéalot ovat menneet sekaisin (oikoluetussa kappaleessa olen
merkinnyt korjaukset oppaan seuraavaa versiota ajatellen (ilmestynee ainakin netis-

sd))
(a) ¥ +y+t=0
b) ¥y +y*+t=0
(c) ¥+ sin(y) =0
(d) ¥ + sin(y) =t
o Numeerisesti ratkaistaessa on suositeltavaa kayttaa alla olevaa output-optiota. Tél-
16in ratkaisun jatkokésittely on suoraviivaista ilman aiempaa pikku temppuilua.

nratk:=dsolve({yht,x(1) = 2},x(t),type = numeric,output=listprocedure)
Y:=rhs(nratk[2])


http://math.aalto.fi/opetus/Mattie/MattieT/html/mlLinalg.html#mlLA020a
http://math.aalto.fi/opetus/k3/05/L/ominaisarvot.pdf
http://math.aalto.fi/~apiola/08opemate/ominaisarvot.html
http://math.aalto.fi/~apiola/08opemate/ominaisarvot.mw
http://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2014kevat/L/ode.pdf
https://sites.google.com/site/laskenta/maple

3. mlODEsuuntakxxx

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtdlé on yleistd muotoa: ¢y = f(t,y), ratkaisu on
funktio t — y(t), jolle y/(t) = f(¢,y(t)) jollain kokonaisella valilld a < ¢ < b.

Diffyhtalo maéaraa kussakin ty-tason pisteessé ratkaisukédyran tangentin suunnan
y' = f(t,y). Jos tasoalueen pistehilan pisteisiin asetetaan vastaava suuntanuoli, saadaan
suuntakentta. Matlab tarjoaa hyvét valineet myds tdhan: Kokeilepa seuraavaa:

close all

n=16;

tpisteet=linspace(0,3,n); ypisteet=linspace(-1,1,n);
[t,yl=meshgrid(tpisteet,ypisteet); % Pistehila, muistele 3d-grafiikkaa.
/YA

% Katso, mink&lainen pistehila:

plot(t(:),y(:),”.”)

hto

pt=ones(size(y));

py=-y-5*exp(-t) .*sin(5*t) ;

quiver(t,y,pt,py,1.5); % pt=1, py=y’(t_{i,j})
title(’y’’=-y-5e~{-t}sin(5t)’, ’FontSize’,14)
xlabel(’t’);ylabel(’y’,’Rotation’,0)

x1im([0 3.2]);ylim([-1.3 1.15]); % Viritell&an akselirajoja.

Komento quiver(x,y,u,v,skaalaus) piirtdd (meshgrid) hilapisteisiin [x,y] nuolet, joi-
den suuntavektorit ovat [u,v]. Nuolien pituus = skaalaus*[u(k),v(k)]-vektorin pituus.

Tehtava:

Kirjoita edelld olevat komennot skriptiksi tiedostoon suuntakl.m ja lisaéd siihen diffyh-
talon ratkaisu. Valitse joukko alkuarvoja ja piirrd samaan kuvaan suuntakenttd ja ao.
alkuarvoja vastaavat ratkaisukéyrat. Voit tdydentad skriptin vuorovaikutteiseksi kaytta-
méllé alkuarvoille hiirisyottod funktiota ginput hyodyntéen.

Matlab-ODE-oppia:
http://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/tehtaviad. html#ODE

4. mplODEcoomb60t10

Annettu diffyhtalo:
vy = fly) =3siny+y—2.

Piirrd suuntakentta riittdvan suuressa alueessa, jotta naet kaikki mahdolliset rajakayttéy-
tymiset, kun ¢ — oco. Suorita suuntakenttépiirros sekd Maplen DEtools kirjaston DEplot-
funktiolla ettd Matlab:n dfield8-funktiolla. Miten autonomisuus nakyy suuntakentta-
piirroksessa?


http://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/tehtavia4.html#ODE

Maééarita tasapainopisteet funktion fzero avulla. Valitse alkupisteet suuntakenttidkuvan
perusteella. Toki on syyta piirtda f(y).
Maaritd myos tasapainopisteiden stabiilisuus/epéstabiilisuus.

Vahvista johtopaatoksidsi piirtdmaéalla muutamia ratkaisukayriéd sopiviin kohtiin molem-
milla ohjelmilla. Matlabin dfield8 on toki hienompi ja tarkempi. Liitd dfield8-kuva mu-
kaan luovutettaviin tiedostoihin. (Valitettavasti dfield-osuutta ei saa ajetuksi publish:n
kautta.)

Ohje:

Maple:

with(DEtools): with(plots):
DEplot(dyhtalo,y(t),t=a..b,y=c..d); # Suuntakenttd
DEplot(dyhtalo,y(t),t=a..b,y=c..d, [[y(t0)=y0], [y (t0)=y1], [y(t0)=y2]1);
# Suuntakenttd ja ratkaisukayria.

Muista DEplot-valitsimet dirgrid, stepsize, method (HAM s. 172)

Matlab: http://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot /2014kevat /L /dfield8.m (Rice Uni-
versity)

. mlODEcoomb60t10b

Annettu diffyhtélo
y = f(ty) =y" —ty.

(a) Suorita suuntakenttapiirros Maplen DEtools kirjaston DEplot-funktiolla. Miten epé-
autonomisuus néikyy suuntakenttépiirroksessa?

Piirra suuntakentté riittavan suuressa alueessa, jotta néaet kaikki mahdolliset rajakayt-
taytymiset, kun ¢ — oo.

Tunnista yksikésitteinen vakioratkaisu, ja péattele se suoraan diffyhtéalosta.

(b) Ratkaise yhtdlo dsolve:lla sopivilla alkuarvoilla, ja piirrd saamiasi ratkaisukédyrié
suuntakenttakuvaan. (Maple 10ytdaa analyytisen ratkaisun (yllattévéasti), kun erf-funktio
on kéytettavissa.)

(c) Ratkaise yhtéalo Matlabin ode45:114. Modifioi tehtdvan 3 Matlab-skriptia tahan tehta-
vaan sopivaksi. Piirréd ratkaisukéayria suuntakenttéapiirrokseen.

(d) Kéyta dfield8-funktiota suuntakenttaén, piirrd hiiriklikkauksella ratkaisukayrié, ja
samaan kuvaan myos ode45:1l4 laskemiasi.

Ohje:

Maple:

with(DEtools): with(plots):
DEplot(dyhtalo,y(t),t=a..b,y=c..d); # Suuntakentta
DEplot(dyhtalo,y(t),t=a..b,y=c..d, [[y(t0)=y0], [y(t0)=y1], [y (t0)=y2]11);
# Suuntakenttd ja ratkaisuk&yrii.

Muista DEplot-valitsimet dirgrid, stepsize, method (HAM s. 172)


http://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2014kevat/L/dfield8.m

Matlab: http://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2014kevat /L/dfield8.m (Rice Uni-
versity)

. mplODEsuolat

Kaksi sailiota, A ja B sisaltda 50/ nestetta kumpikin. Niita yhdistda kaksi putkea siten,
ettd A — B virtaa nestettd nopeudella 4 1/min ja B — A 1 1/min ja oletetetaan, etta
neste sekoittuu heti. Puhdasta vetta virtaa siilioon A nopeudella 3 1/min ja siiliosta
B poistuu nestettéd niinikddn nopeudella 3 1/min. Oletetetaan, ettd alkuhetkelld siilio A
sisaltda 25 kg suolaa ja siilio B pelkkaa vetta.

3 1/min

_—— - — — — —
=
oo

| | -> 3 1/min

Maarita suolamadrat kummassakin siiliossa ajan funktiona. Piirré suolamadrat ajan funk-
tiona sekéa toiseen kuvaan "trajektori faasitasossa', eli kayra (z1(t), z2(t)), missé siis aikaa
t pidetdan kdyraparametrina.

Millé ajanhetkelld suolaméarat séilioissé ovat samat?

Ratkaise tehtava

(a) ominaisarvojen/vektorien avulla Maplella
(b) (tarkistukseksi) dsolve:lla.

(c) ominaisarvojen/vektorien avulla Matlab:lla

Vihje: http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L10kalvot.pdf Luentokalvoja, ss. 1-4 |
s. 13, 15 alk. 2 x 2-lineaaristen systeemien faasitasot.

. mplODEresonanssi
Opiskele Timo Mékelan oppaan kohtaa “resonanssi”, ja tee siihen liittyvé tehtavé.:
Kyseessd on vaimentamaton vérahtely, jonka diffyhtalo on:

2" +wizr = sin wt

a. Ratkaise yhtalo dsolve:lla.

b. Olkoon wy = 2. Muuta pakkovoiman kulmataajuuden w arvoa 0.1:n vélein arvoon 2
saakka ja siitéd ylikin. Miten ratkaisun kiytos muuttuu, erityisesti viardhtelyn amplitudi,
piirtele joitakin kuvia.

c. Miten ratkaisu arvolla w = 2 eroaa muilla arvoilla saatavista ratkaisuista?


http://math.aalto.fi/opetus/MatOhjelmistot/2014kevat/L/dfield8.m
http://math.aalto.fi/opetus/kp3-ii/06/L/L10kalvot.pdf

d. Pari sanaa resonanssista.

Vihje: Maple kasittaa erinimiset symbolit eri lukuina. Yleisessa tilanteessa se ei ota huo-
mioon mahdollisuutta wy = w. Kannattaa sijoittaa yhtalo alkajaisiksi muttujaan tyyliin:
dyhtalo:=x’’(t) + ..., jossaon yleiset (vapaat) muuttujasymbolit. Kun annat jélkeen-
péin arvoja w:lle ja/tai wy:lle, ne sijoittuvat automaattisesti yhtdaloon. Kysy aina ensin
kuitenkin, mika on yhtalosi, siis kirjoittamalla vain sen nimi: dyhtalo;

. mlODE106
Kirjoita heiluriyht&lo ©”+ ¢ sin(©) = 0 ensimmaéisen kertaluvun systeemiksi ja samantien
Matlab-funktioksi m-tiedostoon. Voit ottaa ¢g/L = 1.

Laske ratkaisu sopivalla aikavalilla (esim. [0, 10]) ja kolmella erilaisella alkuarvolla, joilla
saat erityyppiset ratkaisut. Kéayta ode4b5-funktiota.

Piirréd ratkaisukéyrat aikatasoon ja trajektorit faasitasoon.

Piirra faasitason suuntakenttd Matlab-funktiolla pplane8.
Ohje: Korkeamman kertaluvun yhtélé voidaan muuntaa 1. kertaluvun systeemiksi otta-
malla tissa tapauksessa: y; = O, y, = O, jolloin ¢} = ya,y5 = .. ..

. mplODEO16.tex
Tarkastellaan alkuarvotehtdvaa
, 2yy—Int 1

_Zvg - 1) =0
y ; +t,y()

valilla ¢ € [1,1.8] Ratkaise tehtdva Eulerin menetelmalla

(a) askelpituudella h = 0.2
(b) askelpituudella h = 0.1
(c) askelpituudella h = 0.05.

Maarita tarkka ratkaisu Maple:n dsolve-komennolla ja laske sen avulla virheet, piirréd
ja taulukoi kussakin tapauksessa. Eulerin menetelmén virhekéytos on luokkaa O(h), ts.
virhe kutakuinkin puolittuu, kun askel puolittuu. Tukeeko laskusi téta.

Annetaan Eulerin menetelman Maple-koodi Maple: [HAM s. 206] (copy/paste — Maple-
istuntoon)

Euler:=proc(f,a,b,ya,m)

local n,h,t,y;

h:=evalf ((b-a)/m);

t[0] :=a;y[0] :=ya;

for n from 0 to m do
y[n+1] :=y [n]+h*f (t [n],y[nl);
t[n+1] :=t [n]+h;



10.

end do;
seq([t[n],y[n]],n=0..m);
end:

Esim: ¢/ =t — 12

f:=(t,y)->t-y~2;
e3:=Fuler(f,0,5,1,3);
plot([e3]);

Hae Lyhyesta oppaasta: http://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt /ODE.html

Eulerin menetelman Matlab-koodi. Suorita tdhan tyyliin edellinen Maple-tehtava
http://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt /esim /html/euleresim1.html


http://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/ODE.html
http://math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/esim/html/euleresim1.html

