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Lokaali ja lineaarinen: Laplacen yhtalo

» Yksi tyypillisimpi& osittaisdifferentiaaliyhtal6ita.
» Tavoitteena etsia n:n muuttujan funktio u siten, etta

_QPu PPu d?u

AU=—5 +—+---+—- =0 joukossa Q c R".
ox2  Ox2 :

ox2

A on nimeltdan Laplacen operaattori.
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Lokaali ja lineaarinen: Laplacen yhtalo

v

Yksi tyypillisimpia osittaisdifferentiaaliyhtaldita.

» Tavoitteena etsid n:n muuttujan funktio u siten, etta
o’u  dPu d%u
Au=—+—F+-+—5 =0 joukossaQ C R".
ox2  Ox2 ox3 :

A on nimeltdan Laplacen operaattori.

Fysiikassa 2 on usein 2- tai 3-ulotteinen kappale.
Mallintaa useita fysiikan ilmiditd kappaleessa 2:

» lampétilan jakautumista tasapainotilassa,
» sdhkdpotentiaalia tasapainotilassa,
» aaltoliikkeen tasapainotilaa.

v

v
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Laplacen yhtalon reuna-arvo-ongelma

» Yksi tyypillisimmistd tilanteista on, etta funktion u arvo
tunnetaan joukon Q reunalla 092.

» Esim. kappaleen sdhkdpotentiaali on mitattu sen reunalla ja
halutaan selvittda séhkdpotentiaalijakauma kappaleen
sisélla.

» Funktio u ratkaistavissa yksikasitteisesti, kunhan
reunakayttaytyminen ei tavattoman monimutkaista.

Au=0 €Q:ssa
u="2
0Q:lla
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1-ulotteinen Laplacen yhtalo

» Differentiaaliyhtald  u”(x) = 0.
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1-ulotteinen Laplacen yhtalo

» Differentiaaliyhtald  u”(x) = 0.

>
= U(x)=a = u(x)=ax+b

joillakin vakioilla a ja b.

u/
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1-ulotteinen reuna-arvo-ongelma
» Q= (-1,1),00={-1,1}.
»u(—=1)=-1,u(1)=1;v(-1)=-0.5,v(1)=2.
» Au = 0 joukossa Q; Av = 0 joukossa Q.

05 0 05

u:n reuna-arvot

1

v:n reuna-arvot
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1-ulotteinen reuna-arvo-ongelma
> Q= (-1,1),00={-1,1}.
»u(=1)=-1,u(1)=1;v(-1)=-0.5,v(1)=2.
» Au = 0 joukossa 2; Av = 0 joukossa (2.

-1

05 0 05
X

u:n kuvaaja

15 15 -1 05 0 05 1 15
x

v:n kuvaaja
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Epalokaali: fraktionaalinen Laplacen yhtalo

» Fraktionaalinen — derivointien kertaluku ei kokonaisluku.
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Epalokaali: fraktionaalinen Laplacen yhtalo

» Fraktionaalinen — derivointien kertaluku ei kokonaisluku.

» Voidaan maaritella Fourierin muunnoksen .# avulla, joka
muuntaa derivoinnin kertolaskuksi taajuuspuolelle;

» F(—Au) = [¢2FZu, ¢ <€ R"on taajuuspuolen muuttuja.
» Fraktionaalinen Laplacen yhtald kertaluvulla s € (0,1):

(—A)°u=F (¢ Fu) = 0.
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Fraktionaalinen — derivointien kertaluku ei kokonaisluku.

Voidaan maaritelld Fourierin muunnoksen .% avulla, joka
muuntaa derivoinnin kertolaskuksi taajuuspuolelle;

F(—Au) = |¢2PFu, ¢ e R"on taajuuspuolen muuttuja.
Fraktionaalinen Laplacen yhtald kertaluvulla s € (0,1):

(-2)u =g Fu) =o.

Esiintyy useiden pitkdkantamaisten ilmiéiden
mallinnuksessa mm. fysiikassa, materiaalitieteissa ja
finanssimatematiikassa:

Qvasigeostrofiset virtausmallit,

Huokoisen aineen diffuusiomallit,

Amerikkalaisten optioiden hinnoittelumallit.
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Epalokaali: fraktionaalinen Laplacen yhtalo

» Fraktionaalinen Laplacen yhtéld voidaan esittda myds
integraalidifferentiaaliyhtaléna

(—A)Su(x) = / ux) = uly) dy = 0.

g |X — y|n+2s
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Epalokaali: fraktionaalinen Laplacen yhtalo

» Fraktionaalinen Laplacen yhtalé voidaan esittadd myoés
integraalidifferentiaaliyhtaléna

(—A)Su(x) = / ux) = uly) dy = 0.

g |X — y|n+2s

» Epélokaalisuus — integraalin vuoksi (—A)°u(x) riippuu
funktion u arvoista myds kaukana pisteesta x, ei
ainoastaan x:n lahiymparistdsséa kuten derivaatoista
koostuva Au(x).
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Epalokaali satunnaiskavely
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Epalokaali satunnaiskavely

» Jos u(x) kuvaa satunnaiskavelyn todennékoisyys-
jakaumaa olla pisteessa x, niin
» Lokaalille satunnaiskévelylle (Brownin liike) Au = 0,
» Erdalle epalokaalille satunnaiskavelylle (—A)u = 0.
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Epalokaali reuna-arvo-ongelma
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Epalokaali reuna-arvo-ongelma

» Fraktionaaliselle Laplacen yhtélélle "reuna-arvot" on
tunnettava koko joukon  ulkopuolisessa osassa R” \ ©,
jotta ratkaisun voi maarittaa yksikasitteisesti.

(R"\ Q):lla
u
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1-ulotteinen epalokaali reuna-arvo-ongelma
» Q= (-1,1),R\ Q= (—o0,—1]U[1, 00).
> u(x) =x (R\ Q)lla; v(x) = max{x,—1} (R \ Q):lla.
» (=A)?/3u = 0 joukossa Q; (—A)?/3v = 0 joukossa Q.

05 05
Rl A
5 15
2 2

u:n reuna-arvot v:n reuna-arvot
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1-ulotteinen epalokaali reuna-arvo-ongelma
» Q= (-1,1),R\ Q= (—o0,—1]U[1, 00).
» u(x) =x (R\ Q)lla; v(x) = max{x,—1} (R \ Q):lla.
» (=A)?/3u = 0 joukossa Q; (—A)?/3v = 0 joukossa Q.

u:n kuvaaja

v:n kuvaaja

Lectio Praecursoria
18.11.2016
20/34



Vertailuperiaate
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Vertailuperiaate

» Jos u ja v Laplacen yhtalén ratkaisuja joukossa Q ja u < v
reunalla 092, niin u < v myds joukossa Q2.

» Patee paljon yleisemmillekin lokaaleille yhtaldille.

15 -1 05 0 05 1 15 15 -1 05 0 05 1 15
x x

u:n kuvaaja v:n kuvaaja
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Epaélokaali vertailuperiaate

» Jos u ja v fraktionaalisen Laplacen yhtéldn ratkaisuja
joukossa Q2 ja u < v joukon Q ulkopuolella, niin u < v myds
joukossa €.

» Patee paljon yleisemmillekin epalokaaleille yhtaldille.

u:n kuvaaja v:n Kuvaaja
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Yleisempi epalokaali yhtalo

/RHL’I)((X)HHJE% dy=0 <—>/ —uy) K(x,y)dy =0,

mik& vastaa epélokaalin satunnaiskavelyn siirtyma-
todennakoisyysjakauman muuttamista.
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Yleisempi epalokaali yhtalo

u(x) — u(y)
/Rn T y|n+2sdy 0 <—>/ —uy)K(xy)dy 0,
mik& vastaa epélokaalin satunnaiskavelyn siirtyma-
todennakoisyysjakauman muuttamista.

= | 1u0) —u) P -u(y) K(x.y) dy =0, 1 <p<oo,
mik& muuttaa yhtalén epélineaariseksi; Fraktionaalinen

Laplacen yhtalé on lineaarinen:

(—=A)(u+v) = (—A)°u+ (—A)°v, mutta ylla olevalle vastaava
ei pade, kun p # 2.
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Epalokaali epalineaarinen potentiaaliteoria

» Vaitoskirjassa kehitetddn potentiaaliteoriaa yhtaléille

£ux) = [ 1600 = a3 (ulx) ~ u(y)K(x.y) dy =0.
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Epalokaali epalineaarinen potentiaaliteoria

» Vaitdskirjassa kehitetddn potentiaaliteoriaa yhtaldille

£ux) = [ 1660 = uly) P2 (ulx) — u(y)Kx.y) dy =0.

» Yksi keskeisista kysymyksista: miten u:n "reuna-arvot" 2:n
ulkopuolella seka joukon Q C R" muoto vaikuttavat
jarkevan ratkaisun olemassaoloon.
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Epalokaali epalineaarinen potentiaaliteoria

» Vaitdskirjassa kehitetdan potentiaaliteoriaa yhtéléille

£ux) = [ 1660 = uly) P2 (ulx) — u(y)Kx.y) dy =0.

» Yksi keskeisista kysymyksista: miten u:n "reuna-arvot" 2:n
ulkopuolella seka joukon Q C R" muoto vaikuttavat
jarkevan ratkaisun olemassaoloon.

» Haasteita aiheuttavat seka yhtalon epélokaali
kayttaytyminen ettd sen epélineaarisuus.

Lectio Praecursoria
18.11.2016
28/34



Epalokaali epalineaarinen potentiaaliteoria

» Vertailuperiaatteet keskeisessé osassa; voimassa yhtélélle
Lu=0.
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Epalokaali epalineaarinen potentiaaliteoria

» Vertailuperiaatteet keskeisessé osassa; voimassa yhtélélle
Lu=0.

» Ratkaisujen sijaan tarkastellaan super- ja subratkaisuja:
Lu>0jaLu<O.

» Erilaiset heikommat ratkaisun késitteet:

» Heikot (super/sub)ratkaisut,
» (s, p)-(super/sub)harmoniset funktiot,
» (s, p)-viskositeetti(super/sub)ratkaisut.
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Julkaisu Il
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Julkaisu Il

» Tutkitaan yhtaléén Lu = 0 liittyvaa ns. esteongelmaa.
» Esteongelma keskeinen tydkalu potentiaaliteoriassa.
» Johdetaan olemassaolo- ja sdanndllisyystuloksia
esteongelman ratkaisulle.

| s -

2 A 0 1 2 3 4 2 - 0 1 2 3 4
X

u:n reuna-arvot ja este u:n kuvaaja
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Tutkitaan heikkoja superratkaisuja ja johdetaan niille
keskeisid ominaisuuksia.

Maéritelldén (s, p)-superharmonisten funktioiden kasite ja
johdetaan niille keskeisia tuloksia.
Kehitetdan epalokaali versio ns. Perronin menetelmasta.

Saadaan yhtalélle Lu = 0 teoreettinen ratkaisu, ns.
Perronin ratkaisu, hyvin yleisillé oletuksilla reuna-arvoista.
Naytetdén Perronin ratkaisun olevan tyypillisen ratkaisun
késitteen yleistys.
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Tutkitaan eri ratkaisun kasitteiden yhtenevyytta yhtéalélle
Lu=0.

Maaritelldan (s, p)-viskositeettisuperratkaisujen kéasite ja
johdetaan keskeisia ominaisuuksia.

Naytetdan, etté (s, p)-superharmonisten funktioiden ja

(s, p)-viskositeettisuperratkaisujen luokat ovat hyvin
yleisilla oletuksilla samat.

Kun tarkastellaan vain rajoitettuja ratkaisuja, niin myds
heikkojen superratkaisujen luokka yhtalélle Lu = 0 on
sama kuin kaksi ylla olevaa.
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