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Téasséd tyossd yleistetddn harmonisessa analyysissd usein kaytettavit euklidisen
avaruuden dyadiset kuutiot rakenteeltaan yleisempédéan homogeenisen tyypin ava-
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man, sukupolven méadrdaméan, suuruusluokan pallot. Dyadisten kuutioiden keskei-
simpié sovelluksia ovat harmonisessa analyysissia kiytettivit dyadinen Calderén—
Zygmundin jako sekd dyadinen maksimaalifunktio, jotka eivit merkittavisti eroa
euklidisen avaruuden vastaavista.
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1 Johdanto

Euklidisen avaruuden R™ jako koordinaattiakseleiden suuntaisiksi dyadisiksi kuu-
tioiksi
{27%([0,1)"+a): k € Z,a € Z"}

on usein kdytetty menetelmé harmonisessa analyysissé euklidisissa avaruuksissa. Dy-
adiset kuutiot muodostavat puurakenteen siten, ettd kukin kuutio on jaettavissa 2"
tédsmélleen samanmuotoiseen seuraavan sukupolven kuutioon, ja kunkin kuution sér-
mén pituus riippuu eksponentiaalisesti kuution sukupolvesta. Dyadisten kuutioiden
keskeisimpi& ominaisuuksia ovat, ettéd kaksi dyadista kuutiota ovat joko pistevieraita
tai toinen on toisen osajoukko, ja ettd kunkin sukupolven k& kuutiot muodostavat
koko avaruuden osituksen. Lisdksi kuutiot eivit muodoltaan poikkea merkittavisti
palloista siind mielessé, ettd 2r-sdrméinen kuutio sisdltda r-séteisen pallon ja toi-
saalta se sisdltyy /nr-siteiseen palloon.

Koska harmoninen analyysi ei rajoitu pelkéstéddn euklidisiin avaruuksiin, on vas-
taavantyyppiselle dyadiselle jaolle kdyttod myos muunlaisissa avaruuksissa. Téssé
tyossé esitetddn, kuinka euklidisen avaruuden dyadiset kuutiot keskeisimpine omi-
naisuuksineen ja sovelluksineen saadaan yleistettyd rakenteeltaan yleisempéddn ho-
mogeenisen tyypin avaruuteen. Euklidisen avaruuden tapaa maééritelld kuutiot ei
voida kéayttdd homogeenisen tyypin avaruudessa, silla jalkimméisessé ei yleisesti ole
koordinaattiakseleita, eikd kohtisuoria suuntia missddn muussakaan mielessia. Ho-
mogeenisen tyypin avaruuden ainoat luontevasti késiteltavit joukot ovat sen pallot,
joten dyadisten kuutioiden konstruktio perustuukin homogeenisen tyypin avaruu-
dessa palloihin seké joukko-opin perusominaisuuksiin.

Konstruktion erilaisuudesta huolimatta euklidisen avaruuden dyadisten kuutioi-
den keskeisimmét ominaisuudet saadaan paéapiirteittdin pateméain myocs homogee-
nisen tyypin avaruuden dyadisille kuutioille. Erityisesti puurakenneominaisuus, etta
kaksi dyadista kuutiota ovat joko pistevieraita tai toinen on toisen osajoukko, pétee
sellaisenaan. Sen sijaan koko avaruuden osituksen téssa tyossa esiteltdvien dyadis-
ten kuutioiden sukupolvet muodostavat vain nollamittaista joukkoa vaille, mutta
myo6s aito ositus saavutettaisiin tarvittaessa. Télla erolla ei kuitenkaan yleensé ole
merkitysté, sillda harmonisen analyysin integraalioperaattoreissa nollamittaiset jou-
kot eivit vaikuta. Homogeenisen tyypin avaruuden dyadiset kuutiot lisdksi vastaavat
euklidisen avaruuden kuutioiden tapaan palloja siind mielessé, ettd niitéd rajoittavat
siséi- ja ulkopuolelta saman, sukupolven méardaman, suuruusluokan pallot.

Keskeisimpid eroja euklidisen avaruuden dyadisiin kuutioihin ndhden on homo-
geenisen tyypin avaruuden dyadisilla kuutioilla se, etté niiden ei ole pistejoukkoina
muistutettava muodoltaan juurikaan toisiaan, sikéli kuin joukkojen muodosta voi-
daan edes jarkevissd mielesséd puhua. Erityisesti saman sukupolven dyadisten kuu-
tioiden tarvitsee olla kesken#dédn ainoastaan samaa suuruusluokkaa siind mielessé,
ettd niitd rajoittavat seké sisé- ettd ulkopuolelta samanséteiset pallot. Liséksi dya-
disten kuutioiden lapsien lukumééréd puurakenteessa saattaa vaihdella huomattavas-



ti eri kuutioilla, toisin kuin euklidisen avaruuden tapauksessa. Lapsien lukuméaaral-
le saadaan kuitenkin kaikille kuutioille yhteinen yliaraja. Pienimmilldan dyadisella
kuutiolla saattaa puolestaan olla ainoastaan yksi lapsi, jolloin kuutio ja lapsi ovat
pistejoukkoina samat.

Homogeenisen tyypin avaruuden dyadisten kuutioiden sovelluksina tarkastellaan
dyadista Calderén—Zygmundin jakoa sekéd dyadista maksimaalifunktiota, jotka eivit
juurikaan poikkea euklidisen avaruuden vastaavista. Dyadinen Calderén—Zygmundin
jako tarjoaa pistevieraan dyadisen kuutioperheen, jonka kuutiot ovat suurimpia mah-
dollisia, joissa annetun funktion integraalikeskiarvo ylittda halutun suuruisen ta-
son. Calderén—-Zygmundin jaon avulla voidaan esimerkiksi harmonisessa analyysissé
jakaa funktio kahteen osaan, joilla yksittdin on kétevid ominaisuuksia. Dyadinen
maksimaalifunktio puolestaan on harmonisessa analyysissd perinteisemmaéan Hardy—
Littlewoodin maksimaalifunktion tapaan kéiytettava tyokalu, jossa tarkastellaan in-
tegraalikeskiarvoja pallojen sijasta dyadisten kuutioiden yli. Dyadiselle maksimaa-
lioperaattorille saadaan todistettua ominaisuudet heikko (1,1) ja vahva (p,p), kun
p > 1. Liséksi osoittautuu, ettd dyadisen maksimaalifunktion ja Hardy-Littlewoodin
maksimaalifunktion LP-normit ovat samaa suuruusluokkaa.

Motivaationa télle tyolle on ollut kirjoittaa selkeéd ja tdsmaéllinen esitys homo-
geenisen tyypin avaruuden dyadisista kuutioista, joiden konstruktiota ei aiemmas-
sa kirjallisuudessa ole kovin perusteellisesti esitetty. Ainoa tunnettu jossain méirin
kattava esitys dyadisten kuutioiden konstruktiosta on M. Christin paperi [3], jos-
sa siindkin on paljon vilivaiheita jatetty perustelematta. Todistusten vélivaiheiden
puuttumisen liséksi l&hteiné kéytetyissd papereissa esiintyy jonkin verran epéatdsmaél-
lisyyksié, esimerkiksi lauseiden oletuksissa, mink& vuoksi erityisesti nédihin kohtiin
on téssa kiinnitetty tarkemmin huomiota.

Tyon dyadisten kuutioiden konstruktiota késittelevédt osat on tehty M. Chris-
tin paperin [3] pohjalta, jonka notaatiota on myos padosin noudatettu. Dyadiseen
Calderon—Zygmundin jakoon sekd dyadiseen maksimaalifunktioon liittyvét kohdat
ovat puolestaan suurimmaksi osaksi H. Aimarin, A. Bernardisin ja B. laffein pape-
rista [1], jonka lisdnéd on kdytetty myos toista heiddn paperiaan [2]. Lisdksi homo-
geenisen tyypin avaruuteen liittyen on hyodynnetty kirjoja Lectures on Analysis on
Metric Spaces [6] sekd A Panorama of Harmonic Analysis [8]. Viitteistd [4], [5] ja
[7] 16ytyy myos tatd tyotd sivuavia aiheita, kahdessa ensimméisessd tosin ranskan
kielell&.



2 Homogeenisen tyypin avaruus

Téssé luvussa esitelliin homogeenisen tyypin avaruudeksi kutsuttu abstrakti mate-
maattinen avaruus seké sen keskeisimpid ominaisuuksia. Homogeenisen tyypin ava-
ruus on muodoltaan varsin yleinen, silld sen pisteisiin liittyvéit ainoastaan kvasi-
metriikka ja tuplaava mitta. Esimerkiksi euklidiset avaruudet R™ Lebesguen mital-
la varustettuina ovat homogeenisen tyypin avaruuden erikoistapauksia. Aloitetaan
kvasimetriikan ma&ritelméasta.

Maaritelméa 2.1 (Kvasimetriikka). Kvasimetriikka joukossa X on funktio
p: X x X —[0,00), joka toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla x,y, 2z € X:

p(x,y) = 0, jos ja vain jos x = vy, (2.2)
plz,y) = ply o), (2.3
ple,z) < Aop(e,y) + Aop(y, 2), (2.4)

missd Ay > 1 on pisteistd z,y, z riippumaton vakio.

Tavalliseen metriikkaan ndhden ainoa ero kvasimetriikassa on, ettd tavallisen
kolmioepéyhtdlon tilalla on heikennetty kolmioepdyhtélo (2.4). Joka tapauksessa
kvasimetriikka on ajateltavissa etdisyysfunktiona siind missd metriikkakin. Yhdessa
kvasimetriikka p ja vastaava joukko X muodostavat kvasimetrisen avaruuden (X, p).
Kvasimetriikka maéardéd avaruuden (X, p) z-keskiset r-siiteiset pallot

B(z,r) ={y e X :p(x,y) <r}, ze€X,r>0.

My6s avaruuden avoimet ja suljetut joukot madritelladn vastaavasti kuin metrisisséa
avaruuksissa. Kvasimetrisen avaruuden pallot eivit kuitenkaan ole valttamatta avoi-
mia joukkoja toisin kuin normaalin metriikan tapauksessa. Yksinkertainen esimerkki
tastd loytyy lahteesta [7].

Muilta osin kvasimetrinen avaruus ei olennaisesti poikkea metrisestd avaruudes-
ta. Etdisyysfunktiona kvasimetriikka p yleistyy luonnollisesti pisteen x € X ja osa-
joukon A C X wiilille sekd kahden osajoukon A, B C X vilille:

plx, A) = inf p(x,y), p(A,B):= inf p(z,y).

yeA r€AyeB

Etéisyysfunktiona kvasimetriikka méardad myos osajoukon A C X halkaisijan

diam(A) := sup p(zx,y).
z,y€A

Kvasimetriikan liséiksi homogeenisen tyypin avaruuteen tarvitaan kvasimetriikan
kanssa yhteensopiva tuplaava mitta.



Madritelma 2.5 (Tuplaava mitta). Tuplaava mitta avaruudessa (X, p) on Borel-
saannollinen mitta p siten, ettd avaruuden (X, p) pallot ovat p-mitallisia joukkoja
ja seuraavat ehdot pétevat kaikilla x € X, r > 0:

0 < p(B(z,r)) < oo, (2.6)

u(B(x,2r)) < Aypu(B(x,r)), (2.7)

missd A; > 1 on pisteestd = ja luvusta r riippumaton vakio.

Jatkossa tarkasteltava homogeenisen tyypin avaruus saadaan yhdistdmélla kva-
simetriseen avaruuteen tuplaava mitta. Lisédksi tehddéan tarkastelua helpottava ole-
tus, ettd tdmén kvasimetrisen avaruuden pallot ovat avoimia. Tamé ei varsinaisesti
rajoita jatkossa tehtdvan tarkastelun yleisyytta, silld kvasimetriikalle on aina ole-
massa sen kanssa ekvivalentti kvasimetriikka, jonka pallot ovat avoimia. Asiasta on
mainittu hieman tarkemmin ldhteessé [3].

Maiaritelmé 2.8 (Homogeenisen tyypin avaruus). Homogeenisen tyypin avaruus on
kolmikko (X, p, i), jossa X on epétyhji joukko, p kvasimetriikka joukossa X siten,
ettd avaruuden (X, p) pallot ovat avoimia joukkoja, ja p tuplaava mitta avaruudessa

(X, p).

Homogeenisen tyypin avaruuteen liittyy siis kiinteédsti yksi kvasimetriikka ja yk-
si mitta, jotka pysyvét koko ajan samoina. Néihin liittyvid kolmioepayhtédlon (2.4)
vakiota Ay ja tuplaavuusvakiota A; ehdossa (2.7) kutsutaan yhdessd avaruuden geo-
metrisiksi vakioiksi. Kun jatkossa homogeenisen tyypin avaruudessa (X, p, 1) puhu-
taan mitallisista joukoista ja integroituvista funktioista, tarkoitetaan nimenomaan
joukon X p-mitallisia osajoukkoja ja joukossa X méériteltyja p-integroituvia funk-
tioita. Vastaavasti puhuttaessa pelkéstddn palloista tai halkaisijoista tarkoitetaan
nimenomaan kvasimetriikan p maérittelemia joukon X palloja ja osajoukkojen hal-
kaisijoita.

Yksi keskeisimmistd homogeenisen tyypin avaruuteen liittyvistd tuloksista on
Lebesguen differentioituvuuslause, joka péitee vastaavanlaisena kuin avaruudessa R™.
Lauseen todistusta ei téssd esitetd, vaan sellainen 16ytyy esimerkiksi lahteesta [6].

Lause 2.9 (Lebesguen differentioituvuuslause). Olkoon f lokaalisti integroituva funk-
tio homogeenisen tyypin avaruudessa (X, p, ). Tdlloin

o -

melkein kaikilla x € X.

Luvun lopuksi esitetdén vield kaksi homogeenisen tyypin avaruuden ominaisuut-
ta, joita tarvitaan myohemmissé luvuissa. Niistd ensimmaéinen kertoo, ettd avaruu-
den mitta on ddreton tésmélleen silloin, kun avaruus on rajoittamaton.



Lemma 2.10. Homogeenisen tyypin avaruudessa (X, p, ) pdtee

w(X) = oo, jos ja vain jos diam(X) = oc.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd diam(X ) = oo. Tarkastellaan palloa B(x,r) C X, ja
ndytetddn ensimmaéiseksi, ettd on olemassa pallo B(y, R) C X, jolle pétee

B(z,r)NB(y,R) =92 ja B(z,r) C B(y,CR), (2.11)

missé vakio C riippuu ainoastaan vakiosta Ay. Koska diam(X) = oo, voidaan valita
piste y € X sekéd luku R > r siten, ettd p(y,z) = Ao(r + R). Olkoon z € B(z,r),
jolloin kolmioepéyht&lolla (2.4) arvioimalla

Ao(r+R) =p(y,v) < Aoply,z) + Aop(z, )
S AOP(?/a Z) + A0T7

josta p(y,z) > R, eli z € B(y, R). Toisaalta kolmioepédyhtdlon (2.4) mukaan pétee
myos

< Aop(y, ) + Aop(, 2)
< AgAo(r + R) + Apr
< (2434 Ag)R

CR,

Py, 2)

eli z € B(y,CR).

Pallojen B(z,r) ja B(y, R) vélisestd relaatiosta (2.11) sekd mitan p monotoni-
suudesta ja tuplaavuudesta (2.7) saadaan

p(B(z,r)) < n(Bly, CR)) < C'u(B(y, R)) < C'u(X \ B(x,r)),

missi O’ on vakiosta C' méiriytyvi tuplaavuuskerroin, eli ¢’ = A¢, jossa vakio d € N
méiriytyy ehdosta 2¢ > . Tamé epiyhtilo pitee kaikille palloille B(z,r) C X,
joten tekemilld alkuperéisestéd véitteestd vastaoletus u(X) < oo seuraa

uw(X) = TILHOlOM<B(x7T))
< " lim p(X \ B(x,7))

r—00

— ' (u(X) - lim n(B(x,7)))
= C"(u(X) — (X)) =0,

eli 4(X) = 0. Tam& on ristiriidassa mitan g ominaisuuden (2.6) kanssa, joten paa-
tellddn, ettd p(X) = oo.

Toinen suuntaa seuraa suoraviivaisesti: oletetaan, ettd diam(X) < oo, jolloin
X = B(z,r) jollakin pallolla B(x,r) ja niin ollen u(X) < co mitan p ominaisuuden
(2.6) perusteella. O



Viimeisené esitettdvi homogeenisen tyypin avaruuden ominaisuus kertoo, etté
hajanainen pistejoukko ei voi sisédltdd mielivaltaisen paljon pisteitd pallosta, jon-
ka sédde on pistejoukon pisteiden vilimatkojen suuruusluokkaa. Joissain yhteyksissa
tétd ominaisuutta kutsutaan avaruuden (X, p) déarelliseksi Assouadin dimensioksi,
josta on kerrottu tarkemmin esimerkiksi lihteessa [1].

Lemma 2.12. Homogeenisen tyypin avaruudessa (X, p, ) jokaisella K > 0 on
olemassa N € N siten, ettd kaikilla v € X ja kaikilla r > 0 jokainen joukko muotoa

A={z,29,25,... i p(zi,2z;) >, kuni#j} C X

sisdltid korkeintaan N pistettd pallosta B(x, Kr).

Todistus. Olkoon K > 0, z € X, r > 0 ja A C X viitteen mukainen joukko.
Naytetddn ensin, ettd

B(z,5%—) N B(w

o =g, kunz,w€ A, z#w. (2.13)

v 5)
Olkoon y € Bz, ﬁ), jolloin joukon A méérittelyn sekéd kolmioepédyhtdlon (2.4)
mukaan
r<plzw) < Aop(z,y) + Aop(y, w)
r

< Ay—+ A

- 02A0 + op(y,w),
josta. ply, w) >
naytetaan, etta

3ac el y & B(w, 35-). Merkitddn sitten Z = AN B(z, Kr) ja

B(z,Kr) C B(2,240Kr) ja B(z,55) C Bz, A(K +1)r), z€Z (2.14)

Olkoon ensin y € B(z, Kr), jolloin kolmioepdyhtalod (2.4) seké tietoa z € Z C
B(z, Kr) kiyttamélla saadaan

p(zay) S AOP(Zax)+AOP($>?/)
< AoKT+AOKT
= 2AOKT,

eli y € B(z,2A0Kr). Vastaavasti olettamalla y € B(z saadaan

o)
plr,y) < Agp(z,2) + Aop(2,y)

r
AgK Ayg—
< oK1 + 02A0

< AQ(K+ ]_)T,

eliy € B(z, Aog(K + 1)r).



Mitan p tuplaavuuden (2.7) ja monotonisuuden sekéd tulosten (2.13) ja (2.14)
avulla saadaan arvioitua

D u(B(2240KT)) < Y Cu(B(z,55))

2€Z z€EZ

= Cp( UB % 54,

z€Z

< Cu(B(z, Ao(K +1)r)),

missd C' on vakioiden 240K ja ﬁ suhteesta médraytyva tuplaavuuskerroin, eli
C = A{, jossa d € N méiriytyy ehdosta 24— - > 2A0K. Mitan p tuplaavuutta (2.7)
soveltamalla saadaan niin ikdén

p(B(z, Ag(K + 1)r)) < C'u(B(z, KT)),

missd C’ on vastaavasti vakioiden Ag(K + 1) ja K suhteesta médraytyva tuplaa-
vuuskerroin. Nyt inkluusion (2.14), mitan p monotonisuuden seké edelld johdettu-
jen epayhtéloiden avulla saadaan arvioitua joukon Z pisteiden lukumédraksi

,u Z QAQKT)) ,N(B(vaO(K+ 1)’/‘)) o i
"2 = Zl<z (z, Kr)) S u(B(x,AO(KJrl)r)) =00 =N,

z€Z

kun N € N valitaan suuremmaksi tai yhtd suureksi kuin C'C”, joka ei riipu pisteesti
x, luvusta r eiké joukosta A. O



3 Dyadiset kuutiot

Tésséd luvussa konstruoidaan dyadiset kuutiot homogeenisen tyypin avaruudessa ja
esitetddn niiden keskeisimmét ominaisuudet todistuksineen. Koko luvun ajan tarkas-
telun kohteena on Maaritelmén 2.8 mukainen homogeenisen tyypin avaruus (X, p, i)
geometrisilla vakioilla Ay ja A;.

Aloitetaan dyadisten kuutioiden konstruointi kiinnittdmalld yksi referenssipiste
kutakin kuutiota vastaavasta joukosta. Olkoon § € (0, 1) toistaiseksi kiinnittdméaton
parametri, ja kiinnitetddn kullakin £ € Z maksimaalinen joukko Z, C X pisteita
siten, etta

p(2" zg) > 0% kaikilla 2, zg € Zy, joilla 2% # zg (3.1)

Maksimaalisella joukolla tarkoitetaan tédssd sitd, ettd joukkoon Zj ei voida lisaté
yhtdkdan uutta joukon X pistettd ehdon (3.1) pysyessd voimassa. Maksimaalinen
joukko ei siis ole téssa yksikasitteinen, mutta sellainen on joka tapauksessa olemassa.
Joukko Zj, voi olla joko dérellinen tai numeroituvasti déreton avaruudesta (X, p)
riippuen. Joka tapauksessa 7, on epéatyhji, koska X # @.

Indeksi k kertoo dyadisen kuution sukupolven, ja piste z¥ € Z, voidaan tulkita
keskipisteeksi sitd vastaavalle dyadiselle kuutiolle Q¥ | joka mééritelldsn jiljempéna.
Parametri § puolestaan méérad saman sukupolven kuutioiden keskipisteiden mini-
mietdisyyden seké skaalaussuhteen perdkkéisten sukupolvien kuutioiden vélilla.

Indeksoidaan joukkojen Zi, k € Z, pisteet indeksijoukoilla [ siten, etté
o € I}, jos ja vain jos 2* € Z. (3.2)
Joukkojen Z; maksimaalisuudesta johtuen

kaikilla 2 € X, kaikilla k& € Z on olemassa a € Iy, siten, etti p(z, 2%) < 6F. (3.3)

Kun referenssipisteet ovat kiinnitettyja, saadaan niiden avulla muodostettua osit-
taisjérjestys niissé esiintyvien indeksiparien madradmaédn joukkoon. Téllaista osit-
taisjdrjestysté tullaan tarvitsemaan dyadisten kuutioiden méérittelyssé.

Lemma 3.4. Joukossa {(k,a) : k € Z,«a € I} on olemassa osittaisjirjestys =,
joka toteuttaa seuraavat ehdot.
(a) Jos (k,a) < (1, B), niin k > 1.

(b) Jokaiselle (k,a) jal < k on olemassa yksikdsitteinen 3 € I, siten, ettd

(ko) = (1, B)-
(c) Jos (k,o) = (k—1,8), niin p(zk, 257") < 61,



(d) Jos p(za,z'g h < ﬁék Yoniin (k,a) < (k—1,0).
0

Todistus. Tuloksen (3.3) mukaan jokaisella parilla (k, ) on olemassa ainakin yksi
B € Iy, jolla p(za,z'g 1) < §F~1. Niytetiidn, ettd vastaavalle parille on toisaalta
olemassa korkeintaan yksi 3 € Iy, jolla p(2¥, lg N o< ok 5’“ L jos 2kt

4 on toinen
téllainen piste, niin kolmioepédyhtélon (2.4) mukaan

plzg 27" < Aop( 5 a)+Aop( Zar 2y )
Ag— k—1 A k—1
< 02A05 + A05
— 519 1

miké on ristiriidassa epdyhtélon (3.1) kanssa.

Osittaisjéarjestys < konstruoidaan seuraavasti: jokaisella parilla (k, ) katsotaan,
onko olemassa indeksid 8 € I;_q, jolla p(za,z'g h < —5"“ L. Mikili on, asetetaan
(k,a) < (k—1,8) ja (k,«) A (k — 1,7) kaikille muﬂle 7 € I;_1. Jos ei ole, valitaan
jokin € I;_q, jolla p(za,zg 1) < 6871 ja asetetaan (k,a) < (k —1,8) ja (k,a) £
(k — 1,7) kaikille muille v € I;_;.

Lopuksi tdydennetdén < refleksiiviseksi, eli asetetaan (k,«) = (k,«) kaikilla
(k, ), seké transitiiviseksi, eli jos (k,a) < (I,5) ja (I,8) < (m,~), niin asetetaan
(k,a) = (m,~). Talloin siitd saadaan osittaisjirjestys, silli viimeinen vaadittava
ominaisuus, antisymmetrisyys, pétee konstruktion perusteella. Kaikki nelja vaitta-
méd (a)—(d) seuraavat suoraan konstruktiosta. O

Lemman 3.4 viittama (a) tarkoittaa, ettd osittaisjirjestys < muodostaa luonte-
van sukupolvijirjestyksen. Vaittamé (b) puolestaan kertoo, ettéd jokaisella indeksi-
parilla (k, ) on yksikésitteinen esi-isé sukupolvessa [. Yhdessd néistd vaittdmisté
seuraa, etti osittaisjirjestys muodostaa puurakenteen. Viittdma (c) voidaan tulkita
siten, ettd puurakenteessa vanhempaa ja lasta vastaavat pisteet ovat ldhelld toisi-
aan, ja vaittami (d) siten, ettd vanhempaa vastaava piste on vain omia lapsiaan
vastaavien pisteiden lahella.

Dyadisten kuutioiden mééarittelemisté varten kiinnitetdan Lemman 3.4 ehdot to-
teuttava osittaisjirjestys <. Dyadiset kuutiot muodostetaan palloista, joiden keski-
pisteind ovat aina sellaiset referenssipisteet, joiden indeksipari on kuution indeksi-
parin jélkeldinen osittaisjarjestyksen puurakenteessa.

Madritelmé 3.5 (Dyadinen kuutio). Sukupolven k € Z indeksin o € I, dyadinen
kuutio on
QF = U B(zlﬁ,aoél),
(1,8)=(k,a)

missi ag € (0,1) on toistaiseksi kiinnittdméaton parametri.
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Dyadisista kuutioista muodostuu sukupolven £k dyadisten kuutioiden perhe
Dk = {QZ o€ [k}

seké kaikkien dyadisen jaon kuutioiden perhe
D:= D

Maéritelmén 3.5 dyadiset kuutiot saadaan toteuttamaan vastaavantyyppiset ominai-
suudet kuin avaruuden R"™ klassiset dyadiset kuutiot, kunhan niiden méarittelyssa
kaytetyt parametrit § ja ag valitaan riittdvin pieniksi.

Lause 3.6 (Dyadisten kuutioiden ominaisuudet). Kuutioperheelle D on olemassa
ainoastaan luvuista Ag, Ay riippuvat vakiot 6 € (0,1), ag € (0,1), n > 0, C} < oo,
Cs < 00 ja Ny € N siten, ettd seuraavat vditteet pdtevdt.
(a) Jokainen Q% € D on avoin.
(b) Jokainen QX € D sisdltdd pallon B(zX, agd").
(c) Jokaiselle Q% € D pitee diam(QF) < Cy6*.
(d) Jokaiselle QX € D ja l < k on olemassa yksikdsitteinen 3 € I, siten, ettd
Qk C Qf.
(e) Josl >k jaa € Iy, B € I}, niin joko Qg C QF tai Qlﬁ NQk =0o.
(f) Jokaiselle Q% € D piitee
#{QEH € Dyy1 QEH C QLY < No.

(g9) Jokaiselle k € Z piitee
X\ Qb =o.

acly
h) Jokaiselle QX € D pitee
( o
p({z € Qf : plx, X\ QL) < t6"}) < Cot"u(QL)  kaikilla t > 0,

missd QF on kuution QX sulkeuma.

Lauseen 3.6 vaittamét (b) ja (c) kertovat, ettd dyadiset kuutiot seké sisaltd-
vit pallon etté sisdltyvat palloon, jonka sédde on eksponentiaalisesti verrannollinen
kuution sukupolven indeksiin. Toisin sanoen kuutiota rajoittavat sisé- ja ulkopuo-
lelta saman suuruusluokan pallot. Yhdessé tuplaavan mitan g ominaisuuden (2.6)
kanssa téstd seuraa vilittomésti, ettd kuutioiden mitta on positiivinen ja #érelli-
nen. Vaittamét (d) ja (e) merkitseviit, ettd dyadiset kuutiot muodostavat luontevan
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sukupolvista madraytyvin puurakenteen. Viittamé (f) kertoo, etta kaikkien dyadis-
ten kuutioiden lapsien lukuméirélla on téssd sukupuussa sama yléraja. Vaittama
(g) puolestaan tarkoittaa, ettd kunkin sukupolven kuutiot peittivit koko avaruuden
nollamittaista joukkoa vaille, ja vaittama (h), ettd dyadisten kuutioiden mitta ei ka-
saannu lahelle niiden reunoja. Viimeiselle vaittdmélle on kdyttod ldhinnd ainoastaan
singulaaristen integraalioperaattoreiden yhteydessa.

Parametrien § ja ag arvot vaikuttavat todistuksen kulkuun alusta loppuun as-
ti. Niitd ei siis tulla kiinnittdméaén ennen kuin lauseen viimeinenkin vaittdmé& on
todistettu. Todistuksen edetessd niité kuitenkin jatkuvasti rajoitetaan ylhaaltdapain
rajoituksin muotoa § € (0,d') ja ag € (0,a(), missd &' ja af riippuvat ainoastaan
vakioista Ay ja A;. Téllaisia rajoituksia kertyy &érellinen méérd, joten lopulliset
ylarajat saadaan minimeind yksittéisistd yldrajoista. Suurimmassa osassa todistuk-
sen apuna kidytettdvistd lemmoista pitdd tulkita, ettd ne patevit edellyttdaen, etta
0 ja ag ovat riittdvan pienié, vaikka sitd ei eksplisiittisesti lemmojen muotoilussa
mainitakaan.

Siirrytaéan todistamaan Lauseen 3.6 viittdmid yksi kerrallaan. VAittdma (a) seu-
raa suoraan Méadritelmésta 3.5: pallot B (zlﬁ, apd!) ovat homogeenisen tyypin avaruu-
dessa avoimia, joten Q¥ on avointen joukkojen yhdisteeni avoin. Samoin viittimi
(b) seuraa suoraan dyadisten kuutioiden maaritelmésté, silla osittaisjirjestykselle <
patee refleksiivisyys (k, o) < (k, ).

Seuraavaa kohtaa varten tarvitaan osittaisjirjestyksen < ominaisuuden (3.4c)
heikennetty yleistys, joka antaa ylirajan sille, kuinka kaukana kuution keskipiste voi
olla sen esi-isén keskipisteesté.

Lemma 3.7. Jos (I, 8) =< (k,a), niin p(2}, 25) < 2A06".

Todistus. Oletetaan (I, ) < (k,«), jolloin Lemman 3.4 mukaan on olemassa yksi-
késitteinen ketju

(kya) = (k,v) = (k+1,m) = (k+2,7%) == (k+n,v) = (,8).

Kolmioepéyhtilon (2.4) ja implikaation (3.4c) avulla arvioiden saadaan

p(2E,25) < Agp(zh, 25 + Agp(5, )

< Agd® + Aop(5T, 25)

< Agd" + Afp (fjl“, AF2) + Agp(4f2, 25)

S A05k+A35k+1+A0 ( k+2 zg)

< A05k+A25k+1 A35k+2 ._.+A8715k+n72+A8715k+n71
Aoék

<

< Ao ZAoé =43

S 2A05k7
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kun ¢ on valittu pienemmiéksi kuin 5. Téllaisella valinnalla my6s toiseksi viimeisen
rivin geometrinen sarja on suppeneva 0

Todistetaan Lauseen 3.6 viittimai (c). Olkoon z,y € Q% jolloin Miiritelmin 3.5
mukaan = € B(zj, aod') ja y € B(2", agd™) joillakin (1, 3), (m,~) = (k,a). Tilléin

Aop(z, Zﬁ)+AoP(zﬁa 2b) + Agp(2k, ,Y)+A P2, y)
Apagd' + AZ2A06% 4+ AZ2A06% + Adags™

Agl6* + A32A00" + A32A06% + A316*

(Ag + 3A3 + 245)6"

Cho".

p(r,y)

INIA A

Ensimmaéisessi epayhtilossa on kédytetty kolme kertaa kolmioepayhtaloa (2.4). Toi-
sessa on kiytetty Lemmaa 3.7 sekil tietoa, ettd z € B(z},a0d") ja y € B(2', agd™).
Viimeisessd epayhtalossa puolestaan ag < 1 ja l,m > k. Ottamalla saadusta epéyh-
tilosti p(z,y) < C16% puolittain supremum yli joukon {(z,y) : 2,y € QF} piddy-
tdsan haluttuun epiyhtiloon diam(Q*) < C16%. Viittamin (3.6¢) vilitén seuraus on
QF C B(zF, C6%).

Seuraavaa vaittdméa varten todistetaan ensin aputulos, jonka mukaan saman
sukupolven kuutioista saadaan keskenéén pistevieraita.

Lemma 3.8. Jos QX NQ} # &, niin a = 3.

Todistus. Olkoon z € Q% N Q’é Talloin Méaaritelmén 3.5 mukaan on olemassa parit
(m,y) = (k,a) ja (n,0) 2 (k, ) siten, ettd x € B(2',a0d™) ja © € B(z],aod").
Yleisyytta rajoittamatta voidaan olettaa, ettd m > n. Siten kolmioepéayhtalolla (2.4)
arvioituna saadaan

Pl 20 < Agp(=, @) + Aoplz, 21)
< Aoaoém + A0a05" (39)
S 2A0(l05n.

Tarkastellaan sitten kahta tapausta. Jos m = n, saadaan edellinen epéyhtalo
(3.9) muotoon p(27,27) < 4", kun valitaan ag < 21110. Téstéd seuraa pisteiston Z,

valinnan (3.1) perusteella, ettd v = o, eli (m,7y) = (n,0). Nyt osittaisjarjestyksen <
ominaisuuden (3.4b) mukaan pareilla (m, ) ja (n, o) on sama yksikésitteinen esi-isé
sukupolvessa k, joten a = 3.

Toisaalta, jos m > n, on osittaisjirjestyksen =< ominaisuuden (3.4b) mukaan
olemassa yksikésitteinen z”“ siten, ettd (m,7y) =< (n + 1,7). Kolmioepayhtilon
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(2.4), Lemman 3.7 seké epéyhtélon (3.9) avulla saadaan

P ) < Aop(at )+ Agp(, 20)
S A02A05"+1+A02A0a05"
= 2425+ ag)d"

1
— )"
=24,

1
AT
suudesta (3.4d) seuraa (n+1,7) < (n,0), joten transitiivisuus huomioiden saadaan
ketju

jossa on valittu 0 ja ag pienemmiksi kuin Nyt osittaisjirjestyksen < ominai-

(m,7) = (n+1L,7) 2 (n,0) 2 (k).

Koska péti myos (m,vy) = (k,«), padtelladn tédssdkin tapauksessa ominaisuuden
(3.4b) mukaan, ettd a = f. O

Todistetaan sitten Lauseen 3.6 viittima (e). Olkoon I > k ja Q4 N QL # @.
Valitaan 7 osittaisjirjestyksen < ominaisuuden (3.4b) mukaisesti siten, etta (I, 5) <
(k,~). Tallsin Qlﬁ - Q,’j Mééiritelmén 3.5 ja osittaisjirjestyksen =< transitiivisuuden
perusteella. Néin ollen patee myos Q@ NQF # @, josta seuraa Lemman 3.8 mukaan,
ettd v = a. Siispa Qlﬁ C QF. Toisaalta, jos | > k ja Qlﬁ N QF = @, niin ei voi pitei
Qlﬁ C QF, silla Qlﬁ # . Vaittdmé (3.6e) on néin ollen todistettu.

Lemma 3.8 sekéd juuri todistettu dyadisten kuutioiden ominaisuus (3.6e) yhdis-
tamaélla saadaan selked yhteys osittaisjirjestyksen =< ja kuutioperheen D vilille.

Lemma 3.10. Olkoon | > k ja Q’;,Qlﬁ e D. Tdlloin

(1,8) X (k ), jos ja vain jos Qj C Qf,  ja (3.11)
(1,B) £ (k,a), jos ja vain jos Q4NQL=2. (3.12)

Todistus. Todistetaan ensin viittémé (3.11). Oletetaan, ettid Q4 C Q%. Osittaisjir-
jestyksen < ominaisuuden (3.4b) mukaan on olemassa yksikésitteinen v € I}, siten,
ettd (1, B) = (k,~). Talloin Mééritelmésté 3.5 ja osittaisjarjestyksen < transitiivisuu-
desta seuraa, etté Qlﬁ C Qﬁ Koska nyt Qlﬁ cQr ﬂQﬁ ja Qlﬁ # &, niin QF ﬂQﬁ + O,
joten Lemman 3.8 perusteella piatee o = ~. Siis ([, ) < (k, ). Toinen suunta seuraa
suoraan Méaéritelméstéd 3.5 ja osittaisjarjestyksen < transitiivisuudesta.

Jalkimmaéainen viittdmé (3.12) seuraa suoraviivaisesti edellisestd; Ottamalla tu-
loksesta (3.11) negaatio saadaan, etté (I, ) £ (k, ), jos ja vain jos Qf ¢ QF. Néisté
jalkimmaéinen péatee dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6e) perusteella tdsmél-
leen, kun Qlﬁ N QF = @, joten viiite on niin ollen todistettu. O

Todistetaan sitten lauseen 3.6 viiittiméa (d). Olkoon Q% € D jal < k. Osittaisjir-
jestyksen < ominaisuus (3.4b) takaa yksikésitteisen indeksin 3, jolle (k, o) < (1, B).
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Téllsin Lemman 3.10 kohdan (3.11) mukaan Q¥ C Qlﬁ tasmiélleen talla yksikasittei-
selld § € I;, miké todistaa vaittaman (3.6d).

Todistetaan lauseen 3.6 viiittiméi (f). Tarkastellaan kuutiota Q% € D. Keskipis-
tejoukolle Z; 1 C X pétee ominaisuutensa (3.1) mukaan

k41 k+1 k+1 k+1
,okun 2T 20T € Zin, 2T F o2y,

p<zﬁ ) ’Z'y
joten Lemman 2.12 perusteella on olemassa vakio Ny € N siten, ettd 7, sisiltda
korkeintaan Ny pistetti pallosta B(zk, (C1071)6*1) = B(zF, C16%). Téssd Ny riippuu
ainoastaan vakioista Ay ja A;, kunhan my6s 0 riippuu ainoastaan niistd. Koska
dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6c) mukaan Q¥ < B(zF, C16%), niin Z; 4
sisiltid korkeintaan Ny pistettd myos kuutiosta QF. Niin ollen dyadisten kuutioiden
ominaisuus (3.6e) huomioiden pétee

#{Q5T € Dy - Q8 C Q) = % € Zy - AT € QFY < N
ja vaittaméa (3.6d) on todistettu.

Siirrytaan seuraavaksi todistamaan Lauseen 3.6 véittdma (g). Kiinnitetaan k € Z

ja merkitdan
G = U QF.
acly

Milld tahansa x € X ja n € Z on pisteiston Z, ominaisuuden (3.3) mukaan ole-
massa 23 € Z, siten, ettd p(z,zj) < ¢". Kun n > k, niin dyadisten kuutioi-
den ominaisuuden (3.6d) mukaan on olemassa o € I siten, ettd (n,f) < (k,«),
jolloin Mééritelmén 3.5 perusteella B(zj,aod") C G. Néytetidn, ettd pitee myos
B(z,a00") C B(x, Ao(1 + ag)d"): olkoon y € B(zj, agd"), jolloin kolmioepdyhtilon
(2.4) avulla arvioiden

< Aoén -+ A0a05"
Ap(1 + ag)d",

eliy € Bz, Ag(1 + ap)o™).
Néaytetddn sitten, ettd mitan p osalta pitee myos kddntden
p(B(z5,a06")) > c,u(B(a:, Ao(1+ ao)én)),

missé ¢ > 0 on luvuista Ay ja A; riippuva vakio. Kdyttamélld tuplaavuusehtoa (2.7)
d kertaa saadaan

1(B(2f,2%06"™)) < A{u(B(23, agd™)).
Valitaan d siten, ettd 29aq > A2(1+ag) + Ay, ja olkoon y € B(x, Ag(1+ag)d™). Nyt
pisteen zj valintaa hyodyntien kolmioepéyhtalolld (2.4) arvioimalla saadaan
p(y,z5) < Aop(y,x) + Aop(z, 25)
< ApAo(1 4 ag)d™ + Apd"
= (A3(1+ag) + Ap)d"
24a0™,

IN
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eliy € B(zj,2%0™). Néin ollen B(z, Ag(14a0)d") C B(zj,2%0™). Mitan y tuplaa-
vuuden ja monotonisuuden nojalla saadaan siten
1
—al
Af
1 n

— CM(B(x, Ao(1+ ao)én))a

,u(B(zg, agd")) > (B(zg, 2da05"))

jossa vakio ¢ riippuu ainoastaan luvuista Ag ja Ay, kun huomioidaan, ettd myos luku
ag riippuu ainoastaan niista.

Merkitaéan todistuksen loppuosan ajan Ag(1 + ag)d™ =: r,. Yhdistamélla saadut
inkluusiot B(zj,aod") C G ja B(zj,a00") C B(x,r,) sekd mitan g monotonisuus
saadaan

p(B(z5,a06")) < u(G N B(x,m,)).

Yhdistdméilld mukaan vield epayhtils cu(B(z,r,)) < p(B(25, apd")) ja huomioimal-
la, ettd luvusta n oletettiin ainoastaan n > k, seuraa
#(G N Blz,ra)
u(B(z,ry))

Ottamalla téstéd puolittain limes inferior, kun n — oo, ja huomioimalla, ettd x € X
oli mielivaltainen, saadaan

>c¢ >0 kaikillan > k.

>c¢>0 kaikilla z € X. (3.13)

Toisaalta valitsemalla Lebesguen differentioituvuuslauseessa 2.9 funktioksi f joukon
G karakteristinen funktio yg paddytdén yhtaloon

(G0 B )
0 p(B(r.n)

= xc(z) melkein kaikilla z € X. (3.14)

Yhdistdmalla raja-arvotulokset (3.13) ja (3.14) seuraa, ettd melkein kaikilla z € X
pétee xg(x) =1, eli u(X \ G) = 0. Néin ollen

px\ | eh=o

milld tahansa k € Z ja vaittdmé (3.6g) on todistettu.

Edelld todistetun dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6g) mukaan joukot
M= x\ U @
acly

ovat nollamittaisia, eli jokaisen sukupolven k kuutioperhe D, peittdd avaruuden X
nollamittaista joukkoa vaille. My6s p(Jye; Vi) = 0 mitan g subadditiivisuuden
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perusteella. Kun jatkossa halutaan korostaa, ettd tdmai nollamittainen joukko on
jatetty tarkastelun ulkopuolelle, merkitdan

X=X\ J N

kEZ

Avaruudelle X pitee siten erityisesti X C Uaer, Q" kaikilla k € Z ja u(X \ X) = 0.

Lauseen 3.6 vaittdméan (h) todistamiseksi tarvitaan ensin useita aputuloksia. En-
simméinen niistd on dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6b) hieman vahvennettu
muoto, jonka mukaan dyadiset kuutiot siséltdvit suuremmankin pallon, tosin nolla-
mittaista joukkoa vaille.

Lemma 3.15. Merkitdin C5 = ﬁ. Télléin kaikilla QF € D pitee
0

B(zF Cs6*)n X c QF.

Todistus. Olkoon x € B(zF, C36%) N X. Oletetaan, etti z ¢ QF, jolloin z € Qg
jollakin muulla g € I, koska nollamittainen joukko, jota sukupolven k kuutiot eivit
peitd, on leikattu pois. Talloin on Méadritelmén 3.5 mukaan olemassa (I,7) < (k, ),
siten, ettd x € B(zf/,aoél). Osittaisjarjestyksen < puurakenteesta (3.4a—b) seuraa,
ettd [ > k ja (1,7) £ (k,«). Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen. Jos [ = k, niin
kolmioepéyhtalosta (2.4) seké pisteen z sijainnista seuraa

A0p<Z§, SL’) + Aop(ﬂf, zfly)
A()Cg(sk + Aoaoél

1
A04—14%(5k + A0a05k

(i + Aoa,o)(sk
< o

p(zh,2))

VARVAN

IN

kun ag on valittu pienemméksi kuin —-. Koska oli [ = k, on tdmé ristiriidassa

14y
pisteiston Zj valinnan (3.1) kanssa.

Toisaalta, jos [ > k, niin osittaisjéirjestyksen < ominaisuuden (3.4b) mukaan on
olemassa 0 € Iy siten, ettd (I,7) < (k+1,0). Koska z € B(2,a¢d'), niin = €
QF+1 Mésritelmin 3.5 mukaan. Koska myos 251 € Q%! niin dyadisten kuutioiden
ominaisuuden (3.6¢) perusteella p(x, z8+1) < 161, Téllsin kolmioepiyhtlod (2.4)
seki alkuperiistii oletusta x € B(z*, C30%) kiyttimilld saadaan

Aop(2E, ) + Aop(, 25
ApCad* + A"

AO%A%NC + ApCy 6t
ﬁ%+mﬂ@$

p(2h, At

IA A
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kun ¢ on valittu pienemmaéksi kuin . Nyt osittaisjérjestyksen < ominaisuuden

1
4A(2)C'1
(3.4d) mukaan seuraa (k+1,0) = (k, ), jolloin edelleen transitiivisuuden perusteella
(I,7) = (k, ). Taméi on ristiriita, silld oli padtelty myés (I,7) £ (k, a). O

Siirrytaan seuraavaksi tarkastelemaan Lauseen 3.6 véittaméssd (h) esiintyvid
joukkoa, johon kuuluvat kuution reunan ldhelld olevat pisteet. Merkitéddn téllaista
joukkoa o

Bq(r) == {z € Q4 : p(z, X \ Q) < 76"} (3.16)
ja kutsutaan sitd kuution QF € D 7-reunaksi. Niytetiiin ensimméiseksi, etti 7-

reunan mééritelmassi esiintyvé joukko X \Q_g on kontrolloitavissa helpommin ké-
siteltivilli joukolla X \ QF.

Lemma 3.17. Olkoon QF € D ja x € X. Tilléin

pla, X\ QF) < Agp(z, X \ QF).

Todistus. Jos X \ Qf = @, niin p(z, X \ Q) = oo ja viite pitee. Olkoon siis
X\ QF # @jay e X\ Q. Niytetdiin ensin, etti p(y, X \ Q%) = 0. Tehdiin
vastaoletus, ettid p(y, X \ Q5) = r > 0, ja olkoon z € B(y,e1), jossa e; > 0 on
toistaiseksi kiinnittdméton luku. Talloin kolmioepayhtilon (2.4) avulla saadaan

r=ply, X\ QF) < Aiply, 2) + Aop(z, X \ QF)
< Aper + Aop(z, X \ QZ),

josta voidaan ratkaista

N T T
X\QH) > — - =—>0
p(zv \Qa) - AO €1 2A0 > )

kun valitaan ¢; = ﬁ. Néin ollen kokonaisella pallolla B(y, 1) pétee

p(B(y,e1), X \ QF) > 0.

Toisaalta, koska y € X \ QF ja X \ QF on suljetun joukon komplementtina avoin
joukko, sisdltédéd se jonkin pallon B(y,es). Saadut pédtelmét yhdistamélla seuraa,
ettd on olemassa pallo B = B(y, min{ey,e2}) siten, etté

BCX\Q ja p(B,X\Qh) >0

Téstd seuraa edelleen B € (X\QF)\ (X \QF) c X\ X, joten mitan y ominaisuuden
(2.6) seké monotonisuuden mukaan 0 < pu(B) < p(X \ X) = 0, miké on ristiriita.
Pidtelldsn siis p(y, X \QF) = 0, jolloin kolmioepéyhtilélli (2.4) arvioimalla saadaan

pla, X\ QF) < Aop(x,y) + Aop(y, X \ QF) = Aop(z,y).

Viite seuraa ottamalla tistd puolittain infimum yli joukon {y € X \ QF}. O
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Néaytetéddn sitten, ettd dyadisen kuution mielivaltaisen suuren sukupolven jélke-
ldisilld voidaan peittdd riittdvéan pieni kuution 7-reuna.

Lemma 3.18. Jokaisella N € N on olemassa 7" > 0 siten, ettd jos T € (0,7') ja
x € E¥(7), niin x € Q¥ jollakin o € Iy, jolla (k+ N,o) < (k, ).

Todistus. Kiinnitetiin N € N ja olkoon x € E¥(7), jossa 7 > 0. Télloin Méiiri-
telmén 3.5 mukaan = € B(z}, apd") jollakin (I, ) < (k,a). Lemmojen 3.15 ja 3.10

perusteella B(zlﬁ, Cs6) N X c Qlﬁ C QF, jossa O3 = 4,4%' Téstéd seuraa
0

X\ QF C X\ (B(2h, C36") N X) = X\ B(2), 030,
joten

plzh, X\ QF) = inf p(zh,y)
yeEX\QE
> inf  p(z,y)
yGX\B(le,nggl)

Cso'.

v

Toisaalta Lemman 3.17, kolmioepéyhtdlon (2.4) sekd pisteen z méirittelyn perus-
teella

p(h, X\ QE) < Agp(zh, X \ QF)
< Adplzh )+ Adp(z, X\ QF)
<

Adagd' + AgTo".

Niami epiyhtilot yhdistiméilld saadaan (C3 — A2ag)d' < A276%. Valitsemalla aq
pienemmaksi kuin 8% seuraa C3 — AZag > 8% > 0, jolloin §' < 8A3rd*. Nyt kun
0 0
luku 7 valitaan pienemméksi kuin 8%5]\7 =: 7/, on padettiava [ > k + N. Valitaan
0
sitten o € Iy siten, etté (1,3) < (k+ N,0). Koska = € B(zj, agd'), niin téllsin
x € QN Midritelmin 3.5 mukaan. Lisiiksi, koska # € QF N QN niin dyadisten
kuutioiden ominaisuuden (3.6e) mukaan Q¥ C Q¥ joten Lemman 3.10 perusteella
on oltava (k+ N,o) = (k,«). Viite on néin ollen todistettu. O

Lemman 3.18 seké dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6d) mukaan riittédvin
pienelld 7 > 0 on kullekin joukon Ef(7) pisteelle x olemassa yksikéisitteinen ketju
sukupolvesta k sukupolveen k + N siten, ettd x kuuluu kaikkiin ketjun kuutioihin.
Merkitdén vastaavaa indeksiparien ketjua

CN(x) = {(j, oz, )Y, =€ Bi(r), (3.19)

missé o(x,j) € I; siten, ettd o(z, k) = a, x € Qi(m) ja

(],CT(IE,]))j(]—l,U(IE,j—l)), j:k+1a7k+N
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Lemma 3.20. Olkoon Q% € D ja N € N. Jos 7 on riittivin pieni kuutiosta Q¥
riippumaton luku, niin on olemassa ainoastaan vakioista Ay ja Ay riippuva luku
g1 > 0 siten, ettd kaikilla x € E*(T)

p(zf, ) Z ) > 167, kun (J,05),(i,0:) € C]]CV(ZL‘) ja j < i.

Todistus. Olkoon 7 € (0,7’) toistaiseksi kiinnittaméton, missd 7/ madrdytyy Lem-
man 3.18 mukaan luvusta N. Tehdédan vastaoletus, ettd kaikilla £ > 0 pétee

p(2l 2L ) < e

gj ? 0'

joillekin = € E¥(7) ja (j,0;), (i,0:) € CN(z), joille j < i. Merkitdin johdonmukai-
suuden vuoksi oy := o(z, k) = «. Télléin Lemman 3.17, kolmioepayhtélon (2.4),
tehtyjen oletusten sekd dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) perusteella

p(= X\QE) < Awplel X\ QF)

A3p(zh @) + Ajpl(z, X\ QF,)
Adp(=d,24,) + Ajp(ah,, o) + Afp(a, X\ QF,)
lﬁeﬁW+A&L&+nﬁTﬁ

(Adey + ABCY6" T + A2rohi)s)

(Adey + A3C10 + AZr6~ M),

VAR VAN

A\

IN

joka pitee kaikilla £ > 0 ja Lemman 3.18 mukaan kaikilla 7 € (0,7'). Valitaan
sitten e; siten, ettd Ade; < %03, § siten, ettd A3C)0 < %03, sekéd 7 siten, etté

AN < éCg, missi C3 = ﬁ, kuten Lemmassa 3.15. Talloin
0

S 1 1 1 , .
p(z(],j,X \ Ql;k) < <§03 + §03 + gCg)(s] = 035].
Edelleen Lemman 3.15 ja ketjun C}Y (x) mééritelméin mukaan

B(# @MQXCQJCQ

o’
eli X \ Q('f,k cX \ B (zgj, C367), joten edelliseen epiyhtiléon yhdistdméilld saadaan
o1, X\ B, Cy7)) < pled, X\ QL) < Gy,

Taméa on ristiriita, silld pallon keskipisteen etéisyys pallon ulkopuolesta ei voi olla
sen sddettd pienempi. Viite on néin ollen todistettu. O

Merkit#in kuution QF 7-reunan (3.16) pisteitéi vastaavia kuutioiden keskipisteiti
ketjun (3.19) sukupolvessa j seuraavasti:

= U &, Go)eci@)} k<j<k+N. (3.21)

xEEkL(T)
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Lemma 3.22. On olemassa 7 > 0 ja vain luvuista Ag ja Ay ritppuva €5 > 0 siten,
etta A A
B(z,690") N B(2',e28?) = @ kaikilla 2z € Si(1),2 € Sj(1),z # 2.

Todistus. Valitaan 7 Lemman 3.20 mukaiseksi riittdvén pieneksi luvuksi. Kiinnite-
tadn indeksit i ja j siten, ettd k < j <14 < k+N, ja keskipisteet z € 5;(7), 2" € S;(7).
Jos z ja 2/ kuuluvat eri ketjuihin C}Y(-), niin z = sz(x’i),z’ = zi(x,,j) joillakin
x,x' € EX(7), joille (i,0(x,7)) £ (j,0(z, 5)). Tillsin er(m) N Qi(m/,j) = @ Lemman
3.10 perusteella. Dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6b) mukaan tésta seuraa

B(24 (4.0, @00") N B(

0-(1:/ 7j

) a05j> = @7
joten voidaan valita €5 < ag, jolloin tdméa tapaus on todistettu.

Jos z ja 2’ puolestaan kuuluvat samaan ketjuun C}Y(-), niin on olemassa z € E*(7)
siten, ettd z = zi(m), Z = sz (.d)" Tésséd tapauksessa on padettiava aito epayhtalo
J < i, koska oletettiin z # z/. Lemman 3.20 mukaan tésti seuraa p(z,2') > 167,
jollakin €; > 0. Toisaalta, jos oletetaan vastoin véitettd, ettd kaikilla 5 > 0 on
olemassa y € B(z,£20°)NB(z', £207), niin kolmioepdyht#lslld (2.4) arvioiden saadaan

plz,2") < Aop(z,y) + Aoply, 2')
< Apeadt + Apead’
< 2A40e98”
= 0,
jossa on valittu €5 = 25710. Tassa tapauksessa paddyttiin siis ristiriitaan, joten véite
on todistettu. O

Kaikille dyadisille kuutioille saadaan kuution 7-reunan ja itse kuution mittojen
suhde mielivaltaisen pieneksi, kunhan tarkastellaan riittdvan pientd 7-reunaa.

Lemma 3.23. Jokaisella € > 0 on olemassa T > 0 siten, ettd

w(EX(7)) < ep(QF)  kaikilla Q% € D.

Todistus. Kiinnitetéifin ¢ > 0 ja QF € D. Olkoon N € N suuri toistaiseksi kiinnitté-
méaton luku. Olkoon €5 Lemman 3.22 mukainen riittdvan pieni luku ja 7 luvusta N
riippuva niin pieni luku, ettd téllainen on olemassa. Naytetddn ensin, etté

Ef(r)c |J Bz Cio").
ZESk+N(T)

Jos ¥ € EX(7), niin Lemman 3.18 mukaan x € Q¥ jollakin (k + N, o) € CY (z).
T&llsin dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) perusteella p(x, z5TV) < C 5V,
eli z € B(zFN C16"). Koska 25N € Sy, n(7), niin edelleen piitee

S U B(z,C1 68,

ZESk+N(T)
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T#ll6in mitan p monotonisuuden, subadditiivisuuden ja tuplaavuuden (2.7) perus-
teella

nEND) < u( |J Bk

2€ 84N (7)
< ) u(B(z,Ci8MY)) (3.24)
2€S)4n (7)
< C Y u(B(ze0),
2€S8,4 N (T)

missi C' = A{ on saatu soveltamalla tuplaavuusehtoa (2.7) d kertaa valitsemalla
d € N siten, ettd 2%, > C}.

Olkoon sitten £ < j < k + N, ja merkitdan z < w tarkoittamaan, ettd (I, 5) =
(m,7), kun z = zg ja w = 2" ovat kuutioiden keskipisteitd. Koska osittaisjérjestys
=< muodostaa puurakenteen ja lisiksi Lemman 3.22 mukaan pallot B(z,e265Y) ja
B(2',&,0"N) ovat pistevieraita, kun z # 2/, voidaan edellisen epiiyhtilén summa
pilkkoa kahdeksi sisikkéiseksi summaksi:

> uBlzed™N)) = Y > w(B(z,e6"Y)). (3.25)

Zesk+N(T) ’IUESJ'(T) ZES)C;N(T)
z=w

Jalkimmaéisen summan palloille patee tiedon €5 < ag, Méaritelméan 3.5 sekd dyadis-
ten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) mukaan

B(z,e20"™) € B(z, ag0"™) € Q/(w) € B(w, C167),

missi @’ (w) € D, on se kuutio, jonka keskipiste on w. Toisaalta pallot B(z,e26%)
ovat Lemman 3.22 mukaan pistevieraita, joten mitan p additiivisuuden ja monoto-
nisuuden perusteella

> u(B(z,66"N)) < p(B(w, Cid7)). (3.26)

zGSk+N(T)
z=w

Yhdistdmalla saadut epéyhtilot (3.24)-(3.26), soveltamalla uudestaan tuplaa-
vuusehtoa kerrointen C) ja ey vililld ja huomioimalla, etti pallot B(w,&07) ovat
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Lemman 3.22 mukaan pistevieraita, saadaan

u(ENT)) < C Y p(B(zed"))

ZES]H_N(T)

=Y Y Bt

weS; (1) 28Ky N (T)
z=w

< ¢ Y B, i)

weS;(T)

< Y u(Blw,=)

weS;(T)

= Cu( U B(w, £567)).

weS;(7)

Merkitééin G := U, g, () B(2,£207), jolloin siis

ZESJ'
u(EL(T)) < C*u(G)), k<j<k+N.

Mééritelmén 3.5 seké tiedon €9 < ap mukaan joukot G; ovat alkuperéisen kuution
QF osajoukkoja ja toisaalta Lemman 3.22 mukaan keskeniifin pistevieraita, joten
mitan x4 monotonisuuden ja additiivisuuden perusteella

k+N k+N k+N

1 N
p(@) = n( U G) = Y6 = Y aau(BE) > Zou(BAT).
j=k j=k j=k
Valitsemalla N suuremmaksi kuin %2 seuraa p(EX(1)) < eu(QF), joten viite on
todistettu. O

Merkitddn kullakin Q¥ € D ja j > 0 kuution reunan lihelld olevia jilkeldisid
sukupolvessa k + j seuraavasti:

&(QR) ={Q5Y C Qh+ p(Q", X\ Q) < €18},

missd Cy on suuri, toistaiseksi kiinnittaméton vakio. Merkitéaéin vastaavaa pistejouk-
koa

Ei(QF) :={r:z¢c Q§+j jollakin QZH € &(QM)}.
Joukko F;(QF) vastaa ldheisesti kuution Q% 7-reunaa Ef(7).

Lemma 3.27. Merkitidn C5 = 8%. Kun vakio Cy wvalitaan riittdvin suureksi ja
0

lukujen T ja j vélilli pétee yhteys Csd' ™t < 7 < Csd7, niin
EX(1) C E;(QF) € E¥(Cs7)  kaikilla Q € D,

missd Cg on indeksistd j ja luvusta T rigppumaton vakio.
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Todistus. Kiinnitetiin Q¥ € D. Niytetiilin ensin viitteen ensimméiinen inkluusio.

Kiinnitetdin x € EX(7), jolloin Lemman 3.18 ja sen todistuksen mukaan x € Q**J

jollakin o € I ; erityisesti, kun 7 < SA%(W = (507. Dyadisten kuutioiden ominai-

suuden (3.6¢) mukaan siten p(z87 x) < €165, jolloin kolmioepiyhtilslla (2.4)

arvioimalla saadaan
pQeH X\ QL) < Aop(Qe, 25™) + Afp(25™, 2) + Afplz, X \ QF)

0+ A2C, 6 + Alré*

A2CL6MT + AFC507 6"

A2(Cy 4 C5)o™H.

IANIAIA

Valitsemalla luvuksi Cy ylld oleva kerroin A%(C} + Cs) piitee siten Q% € &;(QF),
mistil seuraa myds x € F;(QF).

Niytetiidn sitten viitteen jilkimmiinen inkluusio. Kiinnitetdin x € E;(QF),
jolloin z € Qg“ jollakin Qgﬂ € &(Q"). Olkoon y € Qg“ , jolloin kolmioepiyhtilon
(2.4) ja dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) mukaan

pla, X\ QF) < Aop(a,y) + Aoply, X \ QF)
< AgCLtT A+ Aop(y, X\ QF).

Ottamalla saadusta epayhtéalosta puolittain infimum yli joukon {y € Qgﬂ } ja kayt-
tamélli tietoa, etti QZH € &(QF) ja 567t < 7, saadaan

P, X\QE) < AgCid™ + Aop(Q5T, X \ QF)
AgCy0F 9 4 AyCyo*+I

Ag(Cy + Cp)6 57+ 6"

Ao(C1 + 04)5_1l5k

C
Cyro", °

IN A

IN

Koska on lisiiksi oltava = € Q*, piitee siten # € E¥(Ce7). O

Todistetaan lopulta Lauseen 3.6 viittdmé (h). Pienten luvun ¢ arvojen tapauk-
sessa taméan vaittaman

w(ER () < Cot"u(QF)  kaikilla 0 < t < C

«

todistamiseksi riittda osoittaa, etta joillakin vakioilla C' ja n pétee
W(E;(QR)) < C8"u(Qy)  kaikilla j > 0. (3.28)

Nimittéin, jos oletetaan, ettd (3.28) pétee, niin voidaan valita lukujen j ja ¢ vilille
vhteys C507T! < t < C5¢7, jolloin joukko {j > 0} vastaa joukkoa {0 < t < Cs}, ja
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Lemman 3.27 sekéd mitan g monotonisuuden mukaan

u(BE(D) < n(E(Qh)
Comu(QL)
C6 g TI(QF)
05—”(015)%@’;)
Cﬂ"ﬂ(@i)a

kun Cy on valittu suuremmaksi tai yhté suureksi kuin C6~"C;".

(VAN | I VAN VAN

IN

Viittdméan (3.28) todistamiseksi kiinnitetdén ensin suuri indeksi J € N, jolle
patee

p(ES QL)) < Sa(@)) Kaikilla @ € D. (3.29)

Téllainen J on olemassa, silla Lemman 3.23 mukaan on olemassa 7 > 0 siten, etté

H(EE(Cor)) < Q%) Kaikilla QY € D,

DO | —

ja edelleen Lemman 3.27 perusteella luvusta 7 riippuvalla indeksilld j pétee

1(E5(QF)) < pn(EX(Cer)) Kaikilla QF € D.

Muodostetaan sitten kuutioperheiden &;(QF) avulla uudet kuutioperheet JF,,(QF)
rekursiivisesti siten, ettid Fi(QF) := £;,(Q%) ja

Fon@) = |J  &@F), kmn>1 (3.30)

Q5 eFa(QK)

Perhe F,(QF) koostuu siis sukupolven k + nJ kuutioista, ja sen kuutiot ovat aina
ldhelld J sukupolvea ylemmén kuution reunaa. Erityisesti pétee

Ens(QF) € Fru(QF)  kaikillan > 1, (3.31)

miki todettakoon induktiolla; Tapaus n = 1 seuraa suoraan kuutioperheen F,,(QF)

médritelmésti. Oletetaan sitten, ettd &£,7(QF) C F.(QF) jollakin n > 1, ja olkoon

Ij/+(n+1)J c 5(n+1)J(Q§ ). Talloin kuutioperheen EJ(Q’;) maéaaritelman mukaan

p(QYTU DT X\ QF) < Gyttt
jolloin myds
p(anL(nJrl)J’ X \ Q§+nJ) < C45k+(n+1)J’

missa [ madrdytyy ehdosta (k+(n+1)J,v) < (k+nJ, B) < (k, ). Tam4 tarkoittaa,
ettd QETMT ¢ EJ(Q§+"J). Toisaalta QEJF"‘] € £,7(QF), silli

p(Q5™, X\ QE) < p(@ Y X\ QF)
C45k+(n+1)J

<
< C45k+nJ.
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Yhdistédmillid johdettuihin tuloksiin vield induktio-oletus &,;(Q%) C F,.(QF) saa-
daan

Qk-l-(n—i—l €& (Qk—i-nJ) U (Qk—i—nJ)
Q™ e€nr(QK)
c U &@)=Fua@kh)
Q5T eFu(QK)

Siispi i) (QF) C Frra (QF).

Tuloksen (3.31) mukaan myés E,;(Q%) C F,(QF), missid F,(QF) on vastaava
pistejoukko

F,(QF)={z:2¢ QEJF"J jollakin QEJ“”J € F.(QF)}.

Koska kuutiot QH"‘] ovat Lemman 3.8 mukaan pistevieraita, ja méadritelméansa
mukaan F J(Qk+”‘7) C Q5™ niin kuutioperheiden F,(Q%) rekursiosta (3.30) saa-
daan mitan p add1t11v1suuden perusteella rekursio myds joukkojen F,(QF) mitoille:

W(EL(QY) = (B QL)) ja
WEA@Q) = S aEQ5), kmn>1 (3.32)

Q5 eFa(Qk)

Soveltamalla rekursiota (3.32) seké epéyhtiloa (3.29) n kertaa ja huomioimalla, etté
kunkin perheen JF;(QF) kuutiot ovat pistevieraita keskeniifin, saadaan

WFu(@a)) = > (B Q5T

Q’;“”‘l”efn_l(cgk)

> <Q’“+<" 7

Q’E“”‘I”Efn-l@'c)

1

= éru(Fn—l(Qloi))

IA

< ()" uA@QY)
= ()" Q)
< (;)” n(Qh)
= 27#(@';)-

Yhdistdmalla tamé tulokseen (3.31) sekd mitan p monotonisuuteen saadaan

p(Ens(Q)) < HF(QE) < 5.(@F) = 677 p(@F) Kaikillan >0, (33)
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jossa on valittu 7 siten, etti 07 = % Kiinnitetaén sitten indeksi j > 0, jolloin se on
muotoa j = nJ +m, jossa n > 0 ja 0 < m < J — 1. Tillvin joukkojen E;(QF) ja
E,;(QF) sisikkiisyyden seki tuloksen (3.33) perusteella

(B (Q8)) < i(Eus(@5)) < 57 (Qh) = 55 (Qh)
< 5 5I(@Qh) = COV(@E).

Téama todistaa vaittamén (3.28), eli dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6h) pien-
ten lukujen t tapauksessa.

Suurten lukujen t tapauksessa dyadisten kuutioiden ominaisuus (3.6h), eli
w(EE () < Cot"u(QF)  kaikilla t > Cs,

seuraa suoraviivaisesti: koska E¥(t) C QF, riittd4 mitan p monotonisuuden perus-
teella valita Cy siten, ettd 1 < Cot", kun ¢ > Cj, miké onnistuu valinnalla Cy > C5 .
Néin ollen véittama (3.6h) on kokonaisuudessaan todistettu ja sen myota myos koko
Lause 3.6.

Todistetaan luvun lopuksi vield joitakin Lauseesta 3.6 seuraavia hyodyllisid dy-
adisille kuutioille patevid ominaisuuksia. Niistd ensimmaéisen mukaan rajoitetun ava-
ruuden tapauksessa suuret kuutiot yhtyvit koko avaruuteen.

Korollaari 3.34. Avaruus (X, p) on rajoitettu, jos ja vain jos on olemassa indek-
sipari (k,a) siten, etti X = Q} kaikilla (1, 5) = (k, a).

Todistus. Olkoon (X, p) rajoitettu, eli diam(X) < oco. Valitaan indeksi k € 7Z siten,
ettid apd® > diam(X), ja olkoon a € Ij,. Tilloin milld tahansa x € X pitee

p(2F x) < diam(X) < agd”,

eli X C B(2F a¢6%). Koska dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6b) mukaan
B(2F, agd®) C QF, niin piitellddn, ettd X C QF. Dyadisten kuutioiden méiritel-
mésté seuraa edelleen X C Q} kaikilla (1, 3) = (k, o). Toisaalta, koska kuutiot ovat
joukon X osajoukkoja, pitee viitteen joukoille yhtdsuuruus.

Olkoon sitten olemassa (k, «) siten, ettd X = Qlﬁ kaikilla (I, 5) = (k, ), jolloin
erityisesti X = QF. Dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) mukaan piitee Q¥ C
B(2F, C16%), joten myds X C B(zF, C16%). Avaruus (X, p) on siis rajoitettu. O

Dyadisille kuutioille péatee tuplaavuusominaisuus, jonka mukaan kuution ja sen
lapsen mittojen suhteella on ylaraja.

Korollaari 3.35. Olkoon Q¥ QZ’I € D siten, etti QF C ngl. Tdlloin on olemassa
indekseistdi k, a ja B ritppumaton vakio C' siten, ettd

p(@Q57) < Cu(QF).
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Todistus. Niytetiin ensin, ettii kuutioiden Q¥ Qg’l keskipisteitd ympéroiville pal-
loille pétee

B(z5 ", C10*") € B(z2h, Agd ™' (1 4 C1)d"), (3.36)
missd C; on vakio dyadisten kuutioiden ominaisuudessa (3.6¢). Oletetaan, ettd = €
B (zg_l, C16%71), jolloin kolmioepéyhtilon (2.4) ja osittaisjirjestyksen < ominaisuu-
den (3.4c) avulla saadaan

p(zh,x) < Agp(zh, 257") + Aop(zf ", )

< Aodk_l + Aoclék_l
= A0(571<1 -+ Cl)ék,

eli z € B(2F, Agd~(1 + C1)d%).

Nyt dyadisten kuutioiden ominaisuuksien (3.6¢) ja (3.6b), inkluusion (3.36) seké
mitan g monotonisuuden ja tuplaavuuden (2.7) avulla saadaan arvioitua

p@Y < u(BEE 06 )
< p(B(z5 A (1 + C1)sY))
< Cu(B(z},a0d"))
< Cul@n),
missii C' on vakioiden Agd~1(1+ C}) ja ag suhteesta miirdytyvi tuplaavuuskerroin,
eli C = A¢, jossa d € N miiriytyy ehdosta 2%ag > Agd~1(1 + C}). O

Viimeisené dyadisten kuutioiden ominaisuutena naytetéén, ettd kuutioiden reu-
nat ovat nollamittaisia.

Korollaari 3.37. Kaikilla Q% € D kuution reunalle 0Q* pitee p1(0QF) = 0.

Todistus. Naytetddan, etta
0QEN Q% =2 kaikilla Q%, Qf € Dy. (3.38)

Tapaus o = (3 on triviaali, silli Q* on dyadisena kuutiona avoin joukko, eiki sisilli
reunaansa. Tapauksessa o # 3 tehdidn vastaoletus, etté on olemassa z € 9QF N Q’g
joillakin k € Z, «, 8 € I;. Koska 2 € Q¥ , on oltava p(z, Q%) = 0. Toisaalta, koska
T € Q’g ja Q’g on dyadisena kuutiona avoin joukko, pétee B(x,e) C Q’é jollakin
e > 0, jolloin erityisesti p(x, X \ Q’g) > e. Koska QF C X'\ Q’g dyadisten kuutioiden
ominaisuuden (3.6e) mukaan, saadaan néin ollen

0 <e<plz, X\Qf) < plx,Qq) =0,
eli ristiriita. Tuloksesta (3.38) seuraa mille tahansa Q* € D,
o0k c X\ | @5,
Bely,

joten 1(0QF) = 0 dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6g) sekéi mitan ; monoto-
nisuuden perusteella. U
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Dyadisten kuutioiden konstruktiota olisi mahdollisuus modifioida siten, etté kun-
kin sukupolven kuutiot saataisiin peittdméin avaruus X kokonaan, eikéd vain nol-
lamittaista joukkoa vaille, miké onnistuisi sisdllyttdmaélla dyadisiin kuutioihin nii-
den reunoja mukaan sopivalla logiikalla. Téllaista modifiointia on tehty esimerkiksi
lahteissd [2] ja [7]. Usein téstd ei kuitenkaan ole varsinaista hyotyé, silla dyadis-
ten kuutioiden tyypillisimméat sovellukset liittyvit integraalioperaattoreihin, joihin
nollamittaisella joukolla ei ole vaikutusta.
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4 Dyadinen Calderon—Zygmundin jako

Téassa luvussa esitetdéin Calderon—Zygmundin jaon dyadinen versio, joka on yksi
dyadisten kuutioiden sovelluksista. Tarkastelun ldhtokohtana ovat Maaritelméan 2.8
mukainen homogeenisen tyypin avaruus (X, p, u) geometrisilla vakioilla Ay ja A,
seké Lauseen 3.6 mukainen perhe dyadisia kuutioita D. Aloitetaan méérittelemallé
integraalikeskiarvo.

Maiaritelmé 4.1 (Integraalikeskiarvo). Mitallisessa joukossa A C X integroituvan
funktion f integraalikeskiarvo yli joukon A on

Dyadinen Calderén-Zygmundin jako tarjoaa pistevieraan dyadisen kuutioper-
heen, jonka kuutiot ovat suurimpia mahdollisia, joissa annetun funktion integraali-
keskiarvo ylittda halutun suuruisen tason.

Lause 4.2 (Calderon—Zygmund). Olkoon f ei-negatiivinen integroituva funktio ja
A > mx(f) positiivinen luku. Tdlloin on olemassa kuutioperhe Fy C D siten, ettd
seuraavat vdaitteet patevdt.

(a) QNQ =& kaikilla Q, Q" € Fy, joilla Q # Q'.
(b) mo(f) > X kaikilla Q € Fy.
(¢c) mo/(f) < X kaikille Q' € D\ Fy, joille Q" D Q jollakin @) € Fy.

(d) mq(f) < X kaikilla Q' € D\ Fy, joille @0 (| Q) = 2.
QEFA

Todistus. Olkoon H := {Q € D : mg(f) > A}. Jos H = @, voidaan valita my0s
F\ = &, jolloin kaikki véitteet (a)—(d) seuraavat triviaalisti. Oletetaan sitten, ettd
H # @. Niiytetidin, ettd tilloin jokaisella Q € H perhe Hg == {Q € H: Q D Q} on
darellinen. Jos avaruus (X, p) on rajoitettu, niin Korollaarin 3.34 mukaan X = @,
jollakin @)y € D, jolloin oletuksen mx (f) < A mukaan )y € Hg. Koska @ C @, on
dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6d) perusteella olemassa ketju

k k—1 +1 l
Q=Q CQy' CCQy!, CQ, = Qo

jonka kuutiot ainoina sukupolvissa k,...,[ sisidltdvit kuution ). Tamé ketju on
ddrellinen ja sisdltdd perheen Hg, joten myos He on dérellinen.

Jos avaruus (X, p) on rajoittamaton, niin dyadisten kuutioiden ominaisuuden
(3.6d) perusteella on olemassa kuutioiden ketju

k k—1 k—2
Q=0 C - SRR

Q-1 A —2
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jonka kuutiot ovat ainoita, jotka sisdltdvat kuution (). Naytetdin ensin, ettd tdmén
ketjun kuutioiden keskipisteitd ympéaroiville palloille pétee

B(zh,,07) C B(z),, Ao(Cy + 1)87),  j <k (4.3)

Olkoon j < k ja y € B(z} ,67). Kuution Q keskipisteelle pitee 25 € Qh Q{Xj,
joten kolmioepédyhtélon (2.4) sekd dyadisten kuutioiden ominaisunden (3. 6c) avulla
saadaan

p(zy) < Aop(2d,,2h,) + Aop(zs,, )
< Ay + Ay
= Ap(Cy + 1),

eliy € B(2) S+ Ao(Ch + 1)d%).

Inkluusion (4.3), tuplaavuusehdon (2.7) seka dyadisten kuutioiden ominaisuuden
(3.6b) avulla saadaan

(B (zg,,07))

IN

u(B(2,, Ao(Cy +1)07))
A'p(B(2,, aod”))
A'u(@?,),

missd A" on vakioiden Ay(Cy + 1) ja ag suhteesta madrdytyvi tuplaavuuskerroin,
eli A" = A? jossa vakio d € N méirdytyy ehdosta 2%y > Ag(C; + 1). Saadusta
epayhtalosta sekd Lemmasta 2.10 seuraa ketjun kuutioille

VARVAN

1 . 1
J > _ Eogiyy = — — 0.
Merkitdén notaation selkeyttamiseksi @); := ’;;ﬁl, 1 > 0, jolloin edellinen raja-arvo
saadaan muotoon
lim 1(Qs) = . (4.4)
1—00
jonka avulla saadaan edelleen
lim mg,(f) < lim /fdu:0<)\. 4.5
12— 00 Q ( ) 1—00 M(Ql) ( )

Jostakin indeksistd n € N eteenpdin ketjun kuutioille pétee siten mq,(f) < A, joten

Ho C{Qo, Q1,Q2,...,Qn},

eli se on ddrellinen téassikin tapauksessa.

Koska kukin Hg muodostaa &érellisen kuutioketjun, voidaan siitd valita suurin
kuutio. Néin ollen asettamalla

Fa={QeH: Q¢ Q kikilla Q € H,Q # Q}

saadaan hyvin mééaritelty kuutioperhe. Kaikki véitteet (a)—(d) seuraavat suoraan
konstruktiosta seké kuutioiden dyadisuudesta. O
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Calderén—Zygmundin jako mahdollistaa funktion jakamisen kahteen osaan, “hy-
vadan” osaan ¢ ja “huonoon” osaan b, joilla yksittdin on kétevid ominaisuuksia.

Korollaari 4.6. Olkoon f ei-negatiivinen integroituva funktio ja X > mx(f) posi-
tiwvinen luku. Talloin f voidaan esittdd muodossa f = g+ b siten, ettd

(a) |g(z)| < CX  melkein kaikilla x € X,
w) [ bau=o.

b
(c) [1bllx < 201,

missd C' on funktiosta f, pisteestd x ja luvusta A riippumaton vakio.

Todistus. Olkoon F, C D Calderén-Zygmundin jaon 4.2 mukainen kuutioperhe.
Valitaan

g(z) = f(x), kun z € X \ U Q,
QEFy
g(x) =mg(f), kunz e Q € Fy

ja
b(x) = Y bolz), jossa bo(x) = (f(x) — mo(f))xe(x),
QEFA

jolloin erityisesti f(z) = g(z) + b(x) kaikilla = € X. Todistetaan ensin viittdma (a)
tapauksessa € ) € Fy. Kun tarkastellaan téllaista kuutiota Q*, niin Calderén—
Zygmundin jaon ominaisuuden (4.2c¢) mukaan ng—l( f) < X kuution Q* vanhem-

malla ngl D QF. Siten Korollaaria 3.35 hyddyntden saadaan arvioitua

1
l9(x)] = mqs(f) < 2(OF) Qg—lfdu

p@QF 1

— d
MCAN /Qg—lf g
n(Q5™)

= e

< C\.

Siirrytddn sitten véittimén (a) tapaukseen z € X \ gy, @- Olkoon lisiksi

z € X seki sellainen, jolla Lebesguen differentioituvuuslauseen 2.9 raja-arvotulos
pitee. Talloin pisteen x valinta kattaa kéasiteltdvan tapauksen nollamittaista joukkoa
vaille. Koska z € X, sisiltyy se jokaisen sukupolven k kuutioon, jolloin dyadisten
kuutioiden ominaisuuden (3.6e) mukaan on olemassa yksikésitteinen kuutioketju

{Qrlvez €D, QrLCQr1, z€Q, kaikillakeZ,
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jonka kuutioiden keskipisteitd merkittdkoon vastaavasti zi. Dyadisten kuutioiden
madritelmén 3.5 perusteella jokaisella k& on télloin olemassa indeksi j > k siten,
ettd © € B(zj,apd’). Tétd ominaisuutta soveltamalla yhd suuremmilla indekseilld
k muodostuu osajono (z;,):en, jolle pitee @ € B(zj,, apd’'). Néytetddn, ettd télle
osajonolle patee myos

B(zji,Cl(Sji) C B(l’,A()(CLQ + 01)531) ja B(SL’ L(5j1) C B<zj¢7 C35ji), (47)

’ BAT

missd C on vakio dyadisten kuutioiden ominaisuudesta (3.6¢) ja C3 = ﬁ vakio
0

Lemmasta 3.15. Olkoon ensin y € B(z;,, C167), jolloin kolmioepéyhtélon (2.4) sekd
tiedon = € B(zj,, apd’*) avulla arvioiden saadaan

A0p<l’, Zji) + AOP(%’m y)
Apagd” + AgC1 7
AO(a'O + Cl)éha

p(r,y)

ANVAN

eli y € B(x, Ag(ag + C1)6%"). Olkoon sitten y € B(z, £5z67"), jolloin vastaavasti
0

kolmioepéayhtilolla (2.4) arvioimalla sekd huomioimalla Lemman 3.18 todistuksessa
tehty rajoitus ag < 8% saadaan
0

p(’zjia y) < AOp(Zjiv I) + AOp(xv y)
) 1 )
< Aoao(sji + Ao—aji

8A3
< (Aoi +Aoi)5ﬁ
8AL %A
1 . :
< — Ji — Ji
>~ 414%5 035 )

eli y € B(zj,, C50%).

Pisteen z méadrittelystd x € X \Uyer, @ seuraa Calderén-Zygmundin jaon omi-
naisuuden (4.2d) mukaan mq, (f) < A kaikilla i € N. Nyt saadaan arvioitua Lebes-
guen differentioituvuuslauseen 2.9, mitan p tuplaavuuden (2.7) ja monotonisuuden,
inkluusioiden (4.7), dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) sekd Lemman 3.15
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avulla

) 1
o)l = 1) = e | ran

1
= lim A,/ fdp
i—oo u(B(x, ﬁ&')) Bz, 1y d%)
0

lim ¢ / fdp
i—00 lu(B(x, Ao(ao + Cl)éﬁ)) B(x 8;361'1)

IN

A
5

| . Jdu
10 M(B(ZJM 015]1)) /B(Zjivcysji)

IN
=

< O

missd C' on vakioiden Ag(ag + C4) ja 8% suhteesta madraytyva tuplaavuuskerroin,
0
eli C = Af, jossa d € N méfiriytyy ehdosta 2= > Ag(ag + C1). Molemmissa
0
tapauksissa saatiin siis |g(z)| < CA melkein kaikilla x € X, joten viittamé (a) on
néin ollen todistettu.

Viittdmé (b) seuraa suoraviivaisesti laskemalla:

[oan=3 [botn= Y (Q)ﬁ/(f—mcz(f))dﬂ

QEF» QEF
= > wl@Q)(mglf) = mo(f)) =
QeF,

Samoin vaittdma (c) seuraa suoraviivaisesti: reaalilukujen kolmioepéayht&lolla arvioi-
malla ja funktion f ei-negatiivisuus huomioimalla saadaan

Hbul—/ \bldu</ 3 Jbol du

QEF)
Q;/'f mo(f)|du
<Q;A(/fd#+/mcz ) dp)

P /fw+/fw
§2wa=ﬂmh

jossa viimeisessi epayhtélossa on hyddynnetty perheen F) kuutioiden pistevierautta.
O
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Tarvittaessa véittaman (4.6a) pétevyysalue saadaan helposti kattamaan myos
koko X sen sijaan, ettd se pétisi vain melkein kaikkialla. Tamé& onnistuu siirtdmaélla
funktion f madrittely siind nollamittaisessa joukossa, jossa (4.6a) ei pade, funktiosta
g funktioon b.

Esitetdan tdmén luvun lopuksi vield erillinen peiteargumentti, jonka mukaan
avoin ja rajoitettu joukko voidaan peittdéd pistevierailla dyadisilla kuutioilla nolla-
mittaista joukkoa vaille.

Propositio 4.8. Olkoon G C X avoin ja rajoitettu joukko. Tdlloin on olemassa
pistevieras kuutioperhe G C D siten, ettd

GD UQ ja M(G\UQ):O.

QEeG Qeg

Todistus. Kiinnitetiin =z € G N X, jolloin joukon G avoimuuden perusteella on
olemassa r > 0 siten, ettd B(z,r) C G. Valitaan indeksi k € 7Z siten, ettd % < o
misséd C) on vakio dyadisten kuutioiden ominaisuudessa (3.6¢). Téll6in oletuksen
z € X mukaan z € QF jollakin o € I;. Indeksin k valinnan perusteella pitee
QF c B(z,r) C G, silld jos y € QF, niin dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢)
perusteella
p(x,y) < diam(QF) < C16* < CICL =r.
1

Merkitéén téllaisten kuutioiden perhettd D(z) := {Q € D : x € QQ C G}. Perhe
D(x) on epiityhji, silli QF € D(z), ja muodostaa ketjun, silli se koostuu pisteen x
sisiltiavistd dyadisista kuutioista. Liséksi perhe D(z) on inkluusion C suhteen ylh#él-
ta rajoitettu, silla sen kuutioille patee Q C G, jossa G on rajoitettu. Perheestd D(z)
voidaan siten valita inkluusion C suhteen maksimaalinen kuutio, jota merkittakoon

Q(x).

Asetetaan nyt G := {Q(z) : € G N X}. Talloin perheen G C D kuutiot ovat
pareittain pistevieraita niiden maksimaalisuuden vuoksi. Lisdksi erityisesti jokainen
z € GN X sisiltyy kuutioon Q(x) ja toisaalta kaikilla x € G N X piitee Q(x) C G,
joten

¢nxcljeca
Qeg

Tamé todistaa viiitteen, silli u(G N X) = u(G) < . O



35

5 Dyadinen maksimaalifunktio

Tassé luvussa tarkastellaan dyadista maksimaalifunktiota ja vertaillaan sitd perin-
teisempadn Hardy—Littlewoodin maksimaalifunktioon. Erityisesti néytetdin, etta
ndiden maksimaalifunktioiden LP-normit ovat verrannollisia kesken#dén. Dyadiselle
maksimaalioperaattorille todistetaan myos integraalioperaattoreiden ominaisuudet
heikko (1, 1) ja vahva (p,p), kun p > 1, hyddyntéen dyadisia kuutioita sekd dyadista
Calderén—Zygmundin jakoa.

Léahtokohtana ovat jélleen Madritelmén 2.8 mukainen homogeenisen tyypin ava-
ruus (X, p, ) geometrisilla vakioilla Ay ja A; sekéd Lauseen 3.6 mukainen perhe
dyadisia kuutioita D. Aloitetaan maérittelemélld Hardy—Littlewoodin maksimaali-
funktio seké sen dyadinen vastine.

Maaritelmé 5.1 (Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktio). Olkoon f lokaalisti in-
tegroituva funktio. Funktion f epékeskeinen Hardy-Littlewoodin maksimaalifunktio
pisteessd © € X on
1
My (o) i=sup e [ [fld
B>z M(B ) B

misséd supremum otetaan yli kaikkien pallojen B C X, jotka sisdltéavit pisteen x.

Maaritelmi 5.2 (Dyadinen maksimaalifunktio). Olkoon f lokaalisti integroituva
funktio. Funktion f dyadinen maksimaalifunktio pisteessid x € X on

1

M (o) = sp o [ [f1d
Q> M(Q) Q

missd supremum otetaan yli kaikkien dyadisten kuutioiden ) € D, jotka siséltavit

pisteen z, lisdtulkinnalla, ettd supremum yli tyhjén joukon on 0.

Dyadisen maksimaalioperaattorin ominaisuuksien heikko (1,1) ja vahva (p,p),
kun p > 1, todistamiseksi tarvitaan ensin aputulos, jonka mukaan dyadisen maksi-
maalifunktion kutakin jakaumajoukkoa vastaa pistevieras perhe dyadisia kuutioita.

Lemma 5.3. Olkoon f integroituva funktio ja A > 0. Tdlloin on olemassa pistevieras
kuutioperhe F C D siten, ettd

{r e X :MYf(x) >\ = U Q.

QeF

Todistus. Tarkastellaan erikseen tapaukset A < mx(|f]) ja A > mx(|f]). Tapaus
A < mx(|f]) on mahdollinen vain, kun p(X) < oo, jolloin Lemman 2.10 mukaan
avaruus (X, p) on rajoitettu ja edelleen Korollaarin 3.34 mukaan X = Q¥ jollakin
kuutiolla Q¥ € D. Tissi tapauksessa voidaan valita F = {Q*}, jolloin pistevieraus
seuraa triviaalisti. Koska liséiksi kaikilla x € X pétee talloin

M®Y f(z) = may (1f]) = mx(If]) > X,
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niin véitteen molemmat joukot ovat koko X, joten véite pétee.

Tapauksessa A > mx(|f|) puolestaan voidaan perheeksi F valita Calderén—
Zygmundin jaon 4.2 mukainen perhe F) funktioon |f| sovellettuna, jolloin piste-
vieraus seuraa ominaisuudesta (4.2a). Naytetdadn télla valinnalla viitteen inkluusiot
molempiin suuntiin. Olkoon ensin x € X siten, ettd MY f(x) > ), jolloin Mééritel-
mén 5.2 perusteella mq(|f|) > A jollakin @ € D, jolla x € Q). Calderén-—Zygmundin
jaon ominaisuuksista (4.2c—d) sekd kuutioiden dyadisuudesta seuraa télloin, ettd on
olemassa ()" € F siten, ettd ' D Q. Siten z € [y @. Olkoon sitten z € @ € F,
jolloin Calderén—Zygmundin jaon ominaisuuden (4.2b) mukaan

M f(x) = mq(|f]) > A,
eliz € {x € X : M¥f(z) > A\}. Niin ollen viitteen joukkojen yhtdsuuruus pitee

tassakin tapauksessa. O

Dyadinen maksimaalioperaattori on tyypillisten maksimaalioperaattoreiden ta-
paan rajoitettu, eli se on heikko (1,1) ja vahva (p,p), kun p > 1. Téssd dyadisessa
tapauksessa heikko (1, 1) saavutetaan jopa vakiolla 1.

Lause 5.4. Olkoon f lokaalisti integroituva funktio.
(I) Kaikilla A > 0 pdtee
plfr € X MY () > AD) < S
(II) Kaikilla 1 < p < oo pitee

MY fll < Coll f

missi C, on ainoastaan luvusta p risppuva vakio.

Todistus. Todistetaan ensin vaittama (I). Jos || f]|; = oo, niin vaittaméa pétee trivi-
aalisti. Oletetaan sitten || f||; < oo, ja olkoon A > 0 ja F C D Lemman 5.3 mukainen
funktioon f ja lukuun A liittyva kuutioperhe. Lemman 5.3 todistuksen perusteella
kaikilla @) € F pétee mg(|f|) > A, jonka kanssa yhtépitévé on epédyhtélo

u@ <5 [ 11

Nyt Lemman 5.3, edeltdavin epayhtilon sekd perheen F pistevierauden avulla saa-
daan arvioitua

pl{r € X M¥F@) > ) = S u@ <1 Y /Q £l du

QeF QEF

1 1
<_ d = —
= )\/X|f| H )\Hf”h
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miké todistaa vaittamén (I).

Todistetaan sitten vaittama (II) kayttden Marcinkiewiczin interpolaationa tun-
nettua tekniikkaa. Olkoon A > 0, ja jaetaan funktio f kahteen osaan f = f; + fo,
missé f; = fx{|f‘>%} ja fo = fX{If\S%}' Tallsin erityisesti |M®Y fo(z)| < 2 kaikilla
r € X. Nyt maksimaalioperaattorin M% subadditiivisuuden, mitan ¢ monotonisuu-
den ja subadditiivisuuden seké jo todistetun véittdmén (I) avulla saadaan arvioitua

p({z € X o [MY ()] > A})

< ul{r € X : MY fy(@)] + [ M fo(a)] > A)

< pl{re X MA@ > D} 0{r € X MP ()] > 5))

< nl{re X2 MA@ > D) +ulfr € X [MP ()] > 2))
< Sl +0

2
= 3 il
{If1>3}

Olkoon sitten 1 < p < oo, jolloin kdayttamalld reaalifunktioiden integrointisaéntojé
sekéd Fubinin lausetta saadaan edelld johdetun epayhtéalon avulla arvioitua

|MYY f|
[t = [ [ petaads
X X JO
= / / pAPHdp dA
0 {|MDY f|>N}

= b [l € X MY )] > )
2

< AH(A/{| Ml oy
f1>

2[f]
_ 2p// N2 dodp

Ty / (21 ]

1

Korottamalla saatu epayhtalo puohttam potenssiin 5 saadaan

HMdnyp<2(p )Hfup—cufup, l<p<oo

Ottamalla tasta epayhtéalostéd puolittain raja-arvo, kun p — oo, seuraa myos tapaus
p = oc:

IMY flloo < 2 flloo = Cooll flloo-
Vaittdma (II) on néin ollen kokonaisuudessaan todistettu. O
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Seuraavaksi keskitytddn nayttdmain, ettd Hardy—Littlewoodin maksimaalifunk-
tio saadaan jakaumajoukkojen mielessé rajoitettua dyadisella maksimaalifunktiolla,
mikéd vaatii ensin muutaman aputuloksen. Ensimméisend aputuloksena tarvitaan
edellisen luvun Calderén—Zygmundin jaosta 4.2 versio, jossa funktion integroitu-
vuusoletus on rajoittamattoman avaruuden tapauksessa korvattu heikommalla ole-
tuksella.

Lemma 5.5. Oletetaan, etti avaruus (X, p) on rajoittamaton, ja olkoon f ei-negatiivinen
lokaalisti integroituva funktio ja X positiivinen luku siten, ettd

p({z € X : MY f(z) > \}) < .

Talloin on olemassa kuutioperhe Fy C D siten, ettd seuraavat vditteet pdtevdt.

(a) QN Q' = S kaikilla Q, Q" € Fy, joilla Q # Q.
(b) mo(f) > X kaikilla Q € Fy.

(c) mo/(f) < X kaikilla Q' € D\ Fy, joille Q" D Q jollakin @) € Fy.

(d) mq/(f) < X kaikilla Q" € D\ Fy, joille @0 (| Q) = 2.
QEFH

Todistus. Lauseen 4.2 rajoittamattoman tapauksen todistus pétee téssé tilanteessa
sellaisenaan padtelméé (4.5) lukuun ottamatta, joten ainoastaan se tarvitsee korvata
toisenlaisella paattelylld. Olkoon kaikki tehty kuten Lauseessa 4.2 péételmén (4.5)
alkuun asti, jolloin riittdé todistaa, ettd on olemassa indeksi n € N siten, etté

mo,(f) <A kaikilla i > n.

Néaytetddan tdma tekemélld vastaoletus, ettéd kaikilla n € N on olemassa ¢ > n siten,
ettd mq,(f) > A. Vastaoletusta soveltamalla yhé suuremmilla indekseilld n saadaan
aidosti kasvava indeksijono (;);en, jolle péatee mq,, (f) > A, 7 € N. Mdaritelmén 5.2
perusteella téstd seuraa erityisesti

MY f(z) > X kaikilla z € Q;;,j € N,
jolloin mitan g monotonisuuden perusteella pétee
p({z € X : MY f(z) > A}) > pu(Q;,) kaikilla j € N.
Ottamalla tésta puolittain raja-arvo, kun j — oo, saadaan tuloksen (4.4) perusteella
({w € Xt MY f(z) > A}) = o0,

joka on ristiriidassa alkuperéisen oletuksen kanssa. Tamé todistaa viitteen. O
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Seuraavaksi esitelldén Lemman 5.3 vahvennettu muoto, jossa integroituvuusole-
tus on korvattu heikommalla oletuksella.

Lemma 5.6. Olkoon f lokaalisti integroituva funktio ja X > 0 siten, ettd
p({z € X : MY f(z) > \}) < .

Tdlloin on olemassa pistevieras kuutioperhe F C D siten, ettd

{reX MYfx)>)\ =] @

QeF

Todistus. Jos f on integroituva funktio, voidaan perheeksi F valita Lemman 5.3
mukainen kuutioperhe, jolloin viite seuraa suoraan Lemmasta 5.3. Oletetaan sitten,
ettd f on lokaalisti integroituva funktio, jolle pétee || f||; = co. Tdmé& on mahdollista
vain, kun p(X) = oo, jolloin Lemman 2.10 perusteella avaruus (X, p) on rajoittama-
ton. Talloin todistus jatkuu tasmélleen kuten Lemman 5.3 tapauksessa A > mx(|f|),
mutta kayttamalld Calderon—Zygmundin jaosta versiota 5.5 version 4.2 sijaan. [

Vield ennen pédtuloksen esittdmistéd tarvitaan yksi madritelma seké yksi aputu-
los.

Maiaritelméa 5.7 (R-naapurusto). kuution Q’; € D R-naapurusto on kuutioperhe
Ne(QE) :={Q} € Dy : p(2%, 25) < R6*}.

Lemma 5.8. On olemassa vakiot L < oo ja R < oo siten, ettd jokaiselle lokaalist
integroituvalle funktiolle f ja jokaiselle A > 0, jotka toteuttavat ehdon

p({r € X : MY f(z) > \}) < oo,

pdtee

{frex:Mfx)>LAcJ( | @)ux\X)

QeF Q'eNr(Q)

missd F C D on Lemman 5.6 mukainen funktioon f ja lukuun X liittyvd kuutioperhe.

Todistus. Naytetddn ensin, ettd riittdd todistaa viite keskeiselle maksimaalifunk-
tiolle

C P 1
Mef(z) = ﬁggm/lg(w) |fldp

maksimaalifunktion M f sijaan. Jos =,y € X ja p(y,x) < r, niin kolmioepéyhtalon
(2.4) perusteella B(x,r) C B(y,2Ar) ja B(y,r) C B(x,2Apr), jolloin mitan u
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tuplaavuutta (2.7) sekd monotonisuutta hyodyntaméilld saadaan arvioitua

1
Mf(z) = sup sup 7/ |fldp
r>0 p(y,x)<r M(B(ya T)) B(y,r)
C
N Sy
r>0 p(y,xz)<r N<B<y72AOT)) B(y,r)‘ |
C
< swp s e [
r>0 p(y,z)<r M(B(l‘, 7")) B(x,2A07)
02
< swpo s [ ifldu
r>0 [L(B(ZL‘, 2A0’r)) B(z,2A07)
= C*M°f(x),

missd C' on vakiosta 24, médriytyvi tuplaavuuskerroin, eli C = A{, jossa d € N
médraytyy ehdosta 2¢ > 24,. Niin ollen, jos viite pitee maksimaalifunktiolle M¢ f
luvulla L, niin se piitee maksimaalifunktiolle M f luvulla L' = C?L, silld edelli
lasketun epayhtélon perusteella

{re X :Mf(x)> L' } C{reX: M°f(x) > LA}

Todistetaan viite keskeiselle maksimaalifunktiolle M°f. Olkoon x € X siten,

etta
r¢J( U @ux\x),
(Q)

QEF Q'eNg

jossa R > 0 on toistaiseksi kiinnittdmé&ton luku, jolloin véitteen todistamiseksi on
naytettavé, ettd x € {v € X : M°f(xr) > LA}, kunhan luvut R ja L valitaan
riittéviin suuriksi. Olkoon r > 0 ja j € Z siten, etté 67 < r < ¢/, ja merkitdin

G(z,r):={Q €D, : QN B(x,7) # @}.

Aloitetaan niyttamilla, ettd kaikille Q € G(z,r) ja kaikille Q € F pitee Q¢ Q,
kunhan R on valittu riittiviin suureksi. Tehdéén vastaoletus, ettd on olemassa Q €
G(z,r) ja Q € F siten, ettéd Q C Q. Tillsin on kuutioiden dyadisuuden perusteella
piadettivi Q = QF jollakin k < j ja a € I;. Olkoon y € Qn B(x,r), jolloin myos
y € @, joten kolmioepédyhtélon (2.4) ja dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢)
avulla saadaan

p(ZZ,ZE) < AOp(ZZ’y)+A0p(y>$)
< Aooldk -+ AQ’I“
< AgCy6% + Apd?
<

Ao(Cy + 1)6%,

eli € B(zF, Ay(Cy + 1)0%). Toisaalta, koska oletuksen mukaan z ¢ X \ X, niin
x € Q’g jollakin /3 € I.. Talloin kolmioepayhtélon (2.4), edelld johdetun epéyhtilon
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sekd dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) avulla saadaan

Pz, 25) < Aop(za, v) + Aopl(w, 25)

< AOAO(Cl -+ 1)5k + A()Clék
= <A3<Cl +1) + AOCI)5k7

joten Qf € Ng(QF), kun valitaan R = A3(Cy + 1) + AgCy. Koska piti myds QF € F

jax e Qg, niin edelleen
T € U ( U Q).

QeF Q'EeNRr(Q)

miké on ristiriidassa oletuksen kanssa. Piitellddn siis Q ¢ Q.

Néytetddn seuraavaksi, ettd perheen G(z,7) kuutioille Q piitee ma([f]) < A

olkoon Q € G(x,r), jolloin edellii todistetun perusteella kaikilla Q € F pitee
Q Z @, joten edelleen Lemman 5.6 sekd Calderon—Zygmundin jaon ominaisuuk-
sien (4.2/5.5¢-d) perusteella on oltava mg(|f]) < A. Néytetddn myds, ettd perheen
G(z,7) kuutioiden lukuméara on ylh#éltd rajoitettu. Dyadisten kuutioiden ominai-
suuden (3.6¢) ja tiedon 7 < ¢ perusteella

#G(z,r) < #{Z € Z; : B(2,C18’) N B(z,8) # @}.
Olkoon y € B(z,C167) N B(x,67), jolloin kolmioepéyhtélosti (2.4) seuraa
p(zx) < Aop(Z,y) + Aoply, 7)
< AgCyd + A
= AO(Cl + ]-)5]7
joten edelleen témén epdyhtdlon sekd joukon Z; valinnan (3.1) ja Lemman 2.12
mukaan ’
#G(x,r) <#{2 € Z;:Z€ B(x,Ap(Cy +1)0")} <N,

jossa N € N ei riipu pisteestd x eikd luvusta r. Néaytetddn vield, ettd on olemassa
C < oo siten, ettéd

w(Q) < Cu(B(z,r)) kaikilla Q € G(z, 7).

Kiinnitetééin Q € G(x,r). Olkoon y € Q ja z € QN B(z, ), jolloin kolmioepéyhtilsn
(2.4), dyadisten kuutioiden ominaisuuden (3.6¢) ja tiedon ¢! < r < ¢/ perusteella
ple,y) < Aop(w, 2) + Aop(z,y)

A(]T + A()Cléj
AQ(]. + 01)5j
Ap(1+Cy)o M,

IN A A

eli Q € B(z, Ay(1 + C1)67'r). Edelleen mitan p monotonisuuden ja tuplaavuuden
(2.7) avulla arvioiden saadaan

1(Q) p(B(z, Ag(1 4 C1)o~'r))

<
< Cu(B(z,r)),
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missd C' on luvusta Ag(1 + C;)d~! médriytyvi tuplaavuuskerroin, eli C' = A%, jossa
d € N miériytyy ehdosta 2¢ > Ay(1 + Cp)d~ L.

Lopulta hyodyntaméalld perheen G(z, r) kuutioiden Q) pistevierautta ja sitéd, etta
ne peittdvit pallon B(x,r) nollamittaista joukkoa vaille, seké edelld todistettuja

epiyhtilditd #G(x,r) < N, u(Q) < Cu(B(z, 7)) ja mg(|f]) < A saadaan
1 1
. dy = ——— d
M(B(SL’, T)) /B;(x,r) ‘f| a /L(B(.I‘, T)) Qegz(m,r) /QLQB($7T) |f‘ :

1
B 2 / Fldu

Geg(ar) @

Q)
= S B s
@eg(x,r)“(B(x’T)) @

< NC.

IN

Ottamalla néin saadusta epdyhtdlosta puolittain supremum yli joukon {r > 0} saa-
daan
Mef(z) < NCX= LA,

joten v ¢ {x € X : M°f(x) > LA}. Viite on niin ollen todistettu keskeiselle
maksimaalifunktiolle, joten myos alkuperdinen viite seuraa. O

Hardy—Littlewoodin maksimaalifunktion jakaumajoukkojen mitat saadaan ra-
joitettua dyadisen maksimaalifunktion jakaumajoukkojen mitoilla, kunhan edellisen
jakaumatasoja skaalataan sopivasti suuremmiksi.

Lause 5.9. On olemassa vakiot L < oo ja C < oo siten, ettd
p({r € X : Mf(x) > LA\}) < Cu({z € X : MY f(z) > \})

kaikilla lokaalisti integroituvilla funktioilla f ja kaikilla A > 0.

Todistus. Olkoot L ja R Lemman 5.8 mukaiset vakiot. Naytetddn ensimmaéiseksi,
ettd on olemassa vakio C siten, etti

p( | @) <Cu@Q) kaikilla Q € D. (5.10)
Q'ENR(Q)
Olkoon Q € Djay € Q' € Ni(Q). Tillosin Q = QF ja Q' = Q’é joillakin k €
Z, a, B € I, jolloin kolmioepéyhtélon (2.4) ja dyadisten kuutioiden ominaisuuden
(3.6¢) avulla saadaan arvioitua

plza,y) < Aopleg, 25) + Aop(25, y)
< AgR&" + AgCy 6
<

240(R + C1)d",
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joten Q' C B(2F,2A0(R + C1)d6%). Tami pitee kaikilla Q' € N(Q), joten mitan
1 monotonisuuden ja tuplaavuuden (2.7) sekd dyadisten kuutioiden ominaisuuden
(3.6b) avulla saadaan arvioitua

(U @)

Q'eNR(Q)

1(B(zE, 2A0(R + C1)d%))
Cu(B(zn, a0d"))
Cr(Q),

missd C' on vakioiden 2A4¢(R + C1) ja ap suhteesta méédrdytyva tuplaavuuskerroin,
eli C = A¢, jossa d € N miiriytyy ehdosta 2%aq > 2A40(R + C1).

ININ A

Olkoon sitten f lokaalisti integroituva funktio ja A > 0. Jos
p({r € X - MY f(z) > A}) = o,
niin véite patee triviaalisti. Oletetaan sitten, etta
p({r € X« MY f(z) > \}) < oo,

ja olkoon F C D Lemman 5.6 mukainen kuutioperhe. Téllin Lemman 5.8, mitan
p monotonisuuden ja subadditiivisuuden, tuloksen (5.10), perheen F pistevierauden
sekéd Lemman 5.6 perusteella

p{rx e X Mf(x) > L\}) < M(U( U Q/)U(X\X))

QeF Q'eNR(Q)

< > ul U @)+ux\x)

QEF  Q'ENR(Q)

< D Oul@)+0

QeF

= cu(J Q)

QeF
= Cu({z € X : MY f(z) > A}),
mikd todistaa véitteen. O
Edelld todistetusta Lauseesta 5.9 seuraa erityisesti, ettd Hardy-Littlewoodin

maksimaalifunktion LP-normit saadaan rajoitettua dyadisen maksimaalifunktion LP-
normeilla.

Korollaari 5.11. Kaikilla 1 < p < oo on olemassa vakio C, < 0o siten, ettd
1M flly < CpllM¥ £,

kaikilla lokaalisti integroituvilla funktioilla f.
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Todistus. Olkoon 1 < p < oo, f lokaalisti integroituva funktio ja L ja C' Lauseen
5.9 mukaiset vakiot. T&lloin reaalifunktioiden integrointisdéntdjen, Fubinin lauseen
sekd Lauseen 5.9 avulla saadaan arvioitua

le
/(Mf)pdu - /LP/L PN AN
X X 0

= Lp/ / pAP~Hdp dA
0 J{Mr>LA}

= pL? /OO N y({e e Xt Mf(x) > LAY) dA
0
< pLP /OO NCu({x € X : MY f(x) > A}) dA

0
= CL? / pAPHdp dA
0 {My >N}

Mdyf
= OL* / / AP AN dp
X JO

= COI* / (MY £ dp.
X
Korottamalla néin saatu epédyhtélo puolittain potenssiin % seuraa

M fll, < CELHMdnyp = Cp||Mdyf||p> I <p<oo.

Ottamalla tasta epayhtalostéa puolittain raja-arvo, kun p — 0o, seuraa myos tapaus
p = 00:
1M flloo < LIM® flloo = Cool| MY .

Viite on néin ollen todistettu kaikille 1 < p < oo. O

Toiseen suuntaan epiyhtilé maksimaalifunktioiden M f ja MY f arvojen vi-
lilld pétee jopa pisteittdin, mistd seuraa triviaalisti myos vastaava epayhtilo LP-
normeille:

IMYfll, < CIMfllp, 1< p< oo (5.12)

Propositio 5.13. On olemassa vakio C' < oo siten, ettd kaikilla lokaalisti integroi-
tuvilla funktioilla f pdtee

MY f(x) <OMf(z) kaikilla x € X.

Todistus. Olkoon f lokaalisti integroituva funktio. Jos x & UQ€D (2, niin M&ari-

telmin 5.2 mukaan MY f(z) = 0, joten viite pitee automaattisesti. Olkoon sit-
ten x € UQeDQ. Kaytetdén skaalatuille palloille merkintdd ¢B = B(z,cr), kun

B = B(z,r), ja merkitdin kutakin Q = Q% € D vastaavaa palloa Bg := B(z*, 6%).
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T#lloin dyadisten kuutioiden ominaisuuksien (3.6b) ja (3.6¢) sekd mitan p monoto-
nisuuden ja tuplaavuuden (2.7) perusteella

dy — L d
WS = iy 1
1

IN

sup |1 dp

Q>z M(CLOBQ) LlBQ

IA
w
o=
o

5 )
— d
@32 1(C1Bg) C1Bo 7]

C
< oo
clBamM(ClB) C1B

= OMf(x),

missi, C' on vakioiden ag ja C suhteesta miiraytyvi tuplaavuuskerroin, eli ' = A9,
jossa d € N midriytyy ehdosta 2% > C. O

Jos Hardy-Littlewoodin maksimaalioperaattorin ominaisuudet heikko (1,1) ja
vahva (p, p), kun p > 1, oletetaan tunnetuiksi, seuraavat vastaavat Lauseen 5.4 mu-
kaiset ominaisuudet dyadiselle maksimaalioperaattorille myos suoraan Propositiosta
5.13. Toisaalta Lauseen 5.9 ja Korollaarin 5.11 perusteella pitee myos kdédntaen, etté
namé Hardy-Littlewoodin maksimaalioperaattorin ominaisuudet seuraavat vastaa-
vista dyadisen maksimaalioperaattorin ominaisuuksista. Hardy—Littlewoodin mak-
simaalioperaattorille ominaisuudet heikko (1, 1) ja vahva (p,p), kun p > 1, saadaan
siis téssd luvussa esitetysté ilman erillistd vaivaa.
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